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内 容 提要 


本 书 系统 地 总 结 了 Fuzzy 集 表现 理论 研究 的 成 果 。 内 容 由 集合 
套 表现 、 随 机 集落 影 表 现 \ 软 代数 表示 和 高 维 Fuzzy 集 的 变 权 合成 等 
四 个 方面 组 成 ,涉及 了 迄今 为 止 的 所 有 表现 方法 。 书 中 相当 一 部 分 
内 容 系 作者 近期 的 工作 。 高 维 Fuzzy 集 的 变 权 合成 系 Fuzzy 集 表现 
理论 与 决策 分 析 的 交叉 领域 ,是 近期 发 展 起 来 的 变 权 分 析 的 基本 内 
容 ,本 书 在 第 < 章 中 作 了 系统 归纳 和 发 展 。 
本 书 可 作为 数学 ,管理 学 .系统 工程 等 专业 和 相关 专业 的 研究 生 
及 研究 人 员 的 参考 用 书 。 
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众所周知 ， 自 1985 年 Zadeh, 工 .A. 提出 关于 模糊 集 这 一 开 
创 性 工作 之 后 ， 模 糊 数学 的 研究 获得 了 迅速 的 发 展 ， 目 前 已 经 
形成 了 一 个 具有 广泛 应 用 的 新 学 科 . 在 我 国 是 蒲 保 明 、 刘 应 
明 两 位 教授 于 1977 年 率先 发 表 论文 ， 创 造 了 模糊 集 的 重 于 关 
系 和 模糊 拓扑 的 有 点 化 理论 .现在 我 国学 者 已 在 国际 模糊 数 
学 界 占有 重要 地 位 ， 并 且 在 模糊 拓扑 、 模 类 分 析 、 模 糊 代数 
与 模糊 集 的 各 种 应 用 等 方面 于 国内 外 出 版 了 许多 书 著 . 

刘 文 奇 同志 的 “模糊 集 的 表现 理论 及 其 应 用 ”一 书 ， 除 
相应 地 介绍 了 我 国 汪 培 庄 、 罗 承 忠 、 李 洪 兴 、 王 国 俊 等 教授 
的 一 些 基础 性 相关 工作 外 ， 特 别 是 系统 地 综述 了 作者 关于 模 
NN NR N N Ir n d f N K. K NN i N 
一 半 之 多 . 

注意 到 有 关 模 糊 集 基础 理论 的 书 著 迄 今 仍 不 多 见 ， 表 
现 理论 的 专门 著作 更 是 空白 。 因 此 ,本 书 的 出 版 必定 会 引起 
广大 同行 们 的 兴趣 ,也 必定 有 助 于 模糊 数学 研究 的 进一步 
发 展 . 
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Fuzzy 集 的 表现 理论 是 Fuzzy 数学 基础 理论 研究 中 最 重要 
的 内 容 之 一 。 自 Fuzzy 数学 诞生 之 日 起 ， 人 们 就 开始 研究 Fuzzy 
集 的 表现 问题 。 最 时 的 成 果 是 截 集 表现 定理 ， 它 已 经 成 为 Fuzzy 
集 论 中 基本 定理 之 一 。 

作为 截 集 表现 定理 的 自然 发 展 ，1983 年 我 国学 者 罗 承 息 
首次 引入 了 集合 套 概念 ， 从 而 给 出 集合 套 定理 。 这 在 理论 上 
WET Fuzzy 集 论 的 基础 (针对 Zadeh FMA). 1991 年 
他 又 引入 可 列 集 合 套 把 这 一 定理 进行 推广 。1995 年 ， 史 福 贵 
又 引入 L, 集合 套 与 L. 集合 套 ， 从 而 获得 了 工 - fuzzy 集 的 集 
合 套 定理 ; 1996 年 ， 他 进一步 建立 了 分 子 集合 套 理论 . 这 一 
系列 成 果 使 集合 套 表现 理论 成 为 Fuzzy 集 理论 的 基本 组 成 部 
分 ， 同 时 也 成 为 经 典 数 学 结构 向 Fuzzy 数学 结构 过 渡 的 主要 
HR. 现在， 集合 套 方法 已 是 Fuzzy 集 论 中 主要 的 理论 方法 
2—. . 

Fuzzy 集 的 另 一 表现 方法 是 把 Fuzzy 集 视 为 随机 集 的 落 
影 。 这 是 汪 培 庄 和 Cpodman, I. 及 .于 1985 年 前 后 独立 提出 
的 。 它 是 Fuzzy 统 计 与 集 值 统计 的 基础 。 落 影 表 现 理论 的 
特点 是 应 用 背景 更 强 。 可 以 根据 二 维 随 机 变量 的 联合 尺度 分 
布 来 确定 应 用 中 Fuzzy 算 子 的 形式 . CEAT Fuzzy A T K 
择 的 灵活 性 。 也 亲 明 了 隶属 函数 的 统计 实质 和 客观 性 。 

Fuzzy 集 表 现 理论 的 第 三 个 发 展 是 向 抽象 的 格 表示 论 延 


伸 ， 成 为 现代 格 论 的 重要 分 支 。 在 这 一 领域 内 ， 我 国学 者 刘 
应 明 、 王 国 俊 等 人 已 经 在 拓扑 表示 上 取得 了 突出 成 就 ， 在 国 
际 上 具有 重要 影响 。 近 两 年 ， 斐 礼 文 等 人 也 在 软 代 数 表 示 方 
面 取得 了 一 些 成 果 . 

Fuzzy 集 表现 理论 的 第 四 个 发 展 是 高 维 Fuzzy A f HN Е 
W. 这 也 是 Fuzzy 数学 与 决策 分 析 的 交叉 领域 . 我 国学 者 汪 
HEF 1985 年 首次 提出 了 变 权 的 思想 .1995 年 李 洪 兴 给 出 了 
惩罚 型 变 权 的 公理 化 描述 使 变 权 研究 走 上 了 数学 轨道 .1996 
年 ， 李 洪 兴 又 给 出 了 混合 型 变 权 ， 从 而 使 变 权 综 合 更 具 一 般 
te. 

综 上 所 述 ， 我 国学 者 在 Fuzzy 集 表 现 理论 研究 中 处 于 国际 
领先 水 平 。 同时 这 些 成 果 也 显示 了 这 一 领域 丰富 的 研究 内 
容 ， 体 现 了 这 一 理论 在 整个 Fuzzy 数学 中 的 重要 地 位 . 

我 从 1994 年 起 师 从 罗 承 忠 教授 学 习 Fuzzy 集 表现 理论 
同时 也 受到 李 洪 兴 教 授 的 直接 指导 . 经 过 几 年 的 学 习 和 研 
究 ， 获 得 了 一 些 体 会 和 成 果 . 本 书 便 是 我 对 Fuzzy 集 表 现 理 
论 的 学 习 体会 和 研究 成 果 的 总 结 . 

本 书 的 结构 大 致 是 : 第 一 章 为 全 书 的 预备 知识 ; 第 二 章 
为 集合 套 表现 理论 (其 中 第 三 、 四 、 五 节 为 本 人 的 工作 ); 第 
三 章 为 Fuzzy 集 的 落 影 表现 理论 ; 第 四 章 讨 论 软 代数 表示 问题 
(其 中 第 二 、 四 节 为 本 人 工作 ); 第 五 章 为 本 人 在 软 代数 上 的 
可 测 结构 方面 的 工作 ; 第 六 章 介绍 高 维 Fuzzy 集 的 合成 与 综 
ARK (其 中 第 五 、 六 节 为 本 人 工作 ) . 

本 书 的 写作 基本 上 是 以 作者 近年 来 的 研究 成 果 为 主要 内 
. 为 了 展现 Fuzzy 集 表现 理论 的 基本 框架 ， 书 中 也 引用 了 
前 人 的 一 些 基 础 性 工作 ， 其 中 主要 是 汪 培 庄 、 罗 承 忠 、 李 洪 
兴 、 王 国 俊 等 先生 的 工作 . 因此 ， 本 书 还 远 不 是 全 面 介绍 Fuzzy 
集 表现 理论 的 著作 ， 特 别 是 在 抽象 的 格 表示 论 方面 还 比较 薄 
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Я. 但 由 于 目前 条 件 所 限 。 只 有 和 争取 在 今后 修订 版 中 有 所 作 
为 ， 也 期 待 着 同仁 们 更 权威 的 著作 来 解决 这 一 问题 . 

即便 是 这 样 一 本 小 册子 ， 也 绝 非 我 个 人 的 功劳 。 我 要 感 
谢 罗 承 忠 教授 、 李 洪 兴 教 授 、 张 振 良 教授 对 我 多 年 的 指导 . 
感谢 汪 培 庄 教授 、 王 国 俊 教授 等 人 ， 他 们 丰富 的 成 果 成 为 本 
书 的 基础 。 同 时 ， 对 李 继 彬 教授 、 何 湘 藩 教授 对 本 人 的 关 
心 和 对 本 书 的 热情 推荐 ， 以 及 吴 从 煌 教授 在 眼科 手术 后 不 
久 还 不 允许 长 时 间 阅 读 的 情况 下 仍 热情 地 为 本 书 作 序 深 表 
谢意 . 

本 书 的 顺利 出 版 有 藉 于 云南 省 学 术 著 作出 版 基金 会 的 次 
助 和 云南 省 自然 科学 学 术 著 作 评 审 委员 会 专家 们 的 厚爱 . 
同时 ， 书 中 的 主要 成 果 曾 获 云 南 省 自然 科学 基金 的 长 期 资 
В. 在 出 版 过 程 中 ， 云 南 科技 出 版 社 提供 了 很 大 帮助 ， 云 
南 省 新 闻 出 版 局 法 规 处 吴 仕 龙 处 长 也 给 予 了 作者 很 多 帮 
Bj. 在 此 ， 向 上 述 机 构 和 个 人 致谢 . 

最 后 ， 我 还 要 感谢 的 是 我 的 夫人 黄 桃 林 女 士 ， 是 她 做 了 
许多 与 本 书 内 容 无 关 但 对 本 书 形成 非常 重要 的 日 常 工作 . 
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第 一 章 ”Fuzzy 集 与 格 论 概要 


$1 经 典 集合 及 其 运算 


集合 论 是 现代 数学 的 基础 .。 集合 是 现代 数学 的 最 基本 的 概念 
之 一 , 它 之 所 以 重要 是 由 于 它 可 以 表现 概念 , 即 表 示 概 念 的 外 延 。 

与 早期 的 集合 论 不 同 , 现代 数学 中 的 集合 是 就 某 个 更 大 的 集 
合 ( 即 论 域 ) 而 论 的 。 换言之 ,现代 数学 中 的 任 一 个 集合 都 是 某 个 
更 大 的 集合 的 子 集 . 

设 闵 为 论 域 ,XX 中 的 一 部 分 称 为 XOFR, BY A. B. C. 
Steere iZ. I X ie i N N (对 象 ) 为 元 素 , Их y. z …… 记 
Z. M X HT 4， 则 记 为 xe 4; 否则 , 记 为 xé A. HORA 
空 集 ,XX 作为 自身 的 子 集 仍 以 X 记 之 . 和 XX 是 XX 的 两 个 特殊 的 
FR, 也 称 作 平凡 子 集 . 我 们 把 XX 的 全 体 子 集 记 为 ZG), A 
WX MR, ANIC 2” EXARH n 个 元 素 的 有 限 集 , 则 
BA X FAA 2˙ N. 

VA. Be (Y), EX 

AUB={x|xeA N xe 

40 B= (xx A H xe 

A‘ = (x|x é A) 

称 4UB 为 4 与 也 的 并 集 ，4nB 为 4 与 也 的 交集 ,4 为 4 的 补 
#. 
A. ВЕ ХИТ, EO 中 定义 二 元 关系 “S ” 
АСВ <=> x€A MHA x€ B 


很 容易 证 明 , SAA PARR: 

() 自 反 性 : Аса; 

Q) SRE: AS B H BCA>A=B; 

(3) 传递 性 : A S B H B < C=A C С; 

(4) AS B => AUB=B; 

(5) AS B<>Al\B=4; 

(6) A EBB CA; 

(7) OSA, A S€ X (VAE P(X); 

(8) AS AUB, B < AUB; 

(9) АПВСА, ANB EB. 

fe (Y. U, 由 ,，“) 具 有 以 下 性 质 : 

(D 最 大 元 De g, BM AUD=A, AND=G, XUA=X, 
ХПА=А; 

(2) 交换 律 : AUB=BUA, ANB=BNA; 

(3) 结合 律 : AU(UC=(AUB)UC, AN(BNO=(ANB)NC; 

@ 分 配 律 : 4 U (ВПС) = (AUB) (AG), 40600 
OOO; 

(5) 补 余 律 : AUA =X, ANA =O; 

© 复原 律 AGAR): (4°)°=А; 

(7 逆序 律 : AC B < B° С A,; 

®© 13: AUA=4, ANA=4; 

9) ЖЕ: AU(4NB)=4, AN(AUB)=4; 

(10) 对 偶 律 : (4UB) = A° NB, (A'B)°= 4° UBS; 

(I) 完全 分 配 律 : I HARE. 

R 60,4 i) Si (ПА), UC fA i О Аль 


ier 


(12) 无 限 对 侦 律 (UAD A?, (A)) =04 (THH 
teT ет eT ет 
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标 集 ). 
设 2* 为 多 到 {0,，1} 的 映射 的 全 体 ,在 25 中 记 А, 为 子 集 4 
的 特征 函数 , MA A 为 映射 
A: X— (0, 1} 
Ex 1 A xe A 
RAA aA 
(Ht AW XEFE). in V =sup, Л =inf, 并 且 在 2 中 定义 
(AUB) (x) = A(x)V B(x) 
(ANB) (х) = A(x) A B(x) 
A‘ (x) =1— A(x) 
则 我 们 有 
1.1.1. ( (J). C. 0. ) 5 (0250, , 9848. 
也 就 是 说 ,一 个 X 的 子 集 可 视 为 一 个 XX 到 {0, I) 的 映射 , 反 
之 亦 然 . 


$2 ”Fuzzy 子 集 及 其 运算 


设 民 为 经 典 集合 ,为 论 域 。 其 经 典 子 集 А 的 特征 函数 A(x) E 
一 确定 , 它 指 明了 VxeX 对 4 的 隶属 程度 。 这 种 程度 只 有 两 个 状 
A, 即 0 和 1. Hit, 它 只 能 表现 出 * 非 此 即 彼 " 的 精确 概念 的 外 
延 。 如 果 打 破 隶 属 程度 只 取 0 和 1 的 限制 而 允许 取 I0, II 中 的 任 
意 值 , 则 这 样 的 隶属 度 就 可 以 表现 出 " 亦 此 亦 彼 " 的 模糊 概念 。 出 
于 这 样 的 考虑 ,Zadeh, L. А. 于 1965 年 提出 了 “Fuzzy 子 集 ” 这 一 
概念 。 这 里 “Fuzzy" 一 词 意 为 模糊 .不 分 明 、 弗 晰 等 。 

ER 1. 2. 1 给 出 映射 4: X 一 [0, II, X 400, WK AG) 
确定 一 个 XX 的 Fuzzy TE, 400 称 为 4 的 隶属 度 函 数 , 对 具体 的 
же X, N АЯ хх 4 的 隶属 度 . 

以 后 我 们 对 Fuzzy FRESE NE X LRAT, ИЖ 


加 区 分 地 使 用 . 

ФЖ ХМ Fozzy 子 集 构成 的 集合 记 为 .F(X) , 称 为 的 Fuzy 
ER. TRIX =[0, IF (E X A Io, 革 映 射 的 全 体 。 特 别 当 AGO) 
efo, I) H. A NH X EN TA, 所 以 经 典 子 集 可 视 为 特殊 的 
Fuzzy FA. 换言之 , .F(X) 可 视 为 .F(X 的 函数 式 扩张 。 

例 1.2.1 WAR f TEAR X. Zadeh, L. A. 给 出 了 
“年 老 "0 与 “年 轻 " 了 两 个 Fuzzy 子 集 , 它 们 的 隶属 度 函数 分 别 为 - 


0 0<x<50 
00 -Í 
pS x>50 
1 0<x<25 
00 { 
+02225 узр x>25 
图 像 如 图 1.2.1. 
Fuzzy 集 有 各 种 表达 方 
R, WAR 
A={(x, А(х))|хех} 
有 限 论 域 上 的 分 数 式 
4A= А6) 
8121 (Ach x= xi, х . x.) 
以 及 无 限 论 域 上 的 积分 式 
4-| A(x)/x 


常用 下 面 三 种 标准 函数 表示 Fuzzy A NK. 依 它们 的 图 
形 形 状 分 别称 为 8 型 .QZ 型 和 z 型 


(D S 


0 x<a 
х-а a+b 
ba y) a<x< 2 
S(x; a, b)= Š У 
x= a 
1-2 y | — <x<b 
1 x>b 
其 图 像 如 图 1.2.2(a). 
(2) Z 型 
Z(x; а, b)=1—S(x; a, b) 
其 图 像 如 图 1220). 
(3) х9 
S(x; b a, b) x<b 
A b)= 
кею x b, b+a) x>b 


其 图 像 如 图 1.2.2.0. 


0 a b хо а b X Oba b bta X 
(а) ©) © 
Æ 1.2.2 
X 1.22 ЖА, Ве.Я (Х, # V xe X# 400 <В(х), 
则 称 4 包含 于 及 或 了 包含 4, 记 作 4 S B. # V x€ X, 40 = B(x), 
ЖА BAY, RF A=B, # ÀS B B AB, BJ #ç A É tš 
SFB, ia ff Ac B. 隶属 度 函 数 恒 为 零 的 Fuzzy 集 称 为 空 集 , 记 
AAD. 隶属 度 函 数 恒 为 1 的 Fuzzy 集 称 为 全 集 , 仍 记 为 了. 
了 (了 0) 中 的 二 元 关系 有 如 下 性 质 : 


D S SAS 

(2) ACA; 

3) AS BR ве C>A C С; 

(4) AS BB BCA>A=B. 

EH ., S ”满足 自 反 性 、 传 递 性 和 对 称 性 ， 故 
(F(X), S) AA IRT N. 

定义 123 WA BE F(X). AS BJF AU B 的 隶属 度 
函数 为 

(AUB) (x) =A(x) У B(x)=max{A(x), B(x)} (1.2.1) 
AS BH ANB H KN NN 

(АПВ) (x) = A(x) Л B(x)=min {А(х), B(x)} (1.2.2) 
4 的 伪 补 4 ВЗА HE BOD 

A (x)=1-A(x) (1. 2. 3) 

上 述 的 运算 是 由 Zadeh, L. A. 引 入 的 , 故 亦 称 Zadeh 运算 , 其 几 

何 表示 如 下 : 


x 0 x 0 
(a)AUB (b) ANB (с) A° 
图 1.2.3 


可 以 进一步 定义 Fuzzy ANN. NF N: 
A,€ F(X) (ет) 

UA: ( U A)(x)= V A(x) =supA,(x) 

ет ет te T te T 

A.: (ПА) = A A. -= inf Ax) 

ет ет ет te 

定理 1.2.1 ( (X), U. G. ) AAA FEM: 


а 


e 


(1) 交换 律 : AUB=BUA, ANB=BNA; 
(2) 结合 律 : (4UB)UC=AU(BUC) 
(АПВ)ПС=АП(ВПС); 
(3) SRB: AU(BNC)=(AUB)N(AUC) 
AN(BUC)=(ANB)U(ANC); 
(4) 吸收 律 : AU(ANB)=A, AN(AUB)= 4; 
(5) BSR: AUA= A, ANA=A; 
(6) MAR: (4°) = A; 
(7) 0-1#: ХПА= A, XUA= X, DNA=G, HUA=A; 
(8) 对 偶 律 (De Morgan #): 
(AUB) = 4 В“, (АПВ): = A UBS 
* B. e F(X) (teT)， 则 (3) 和 (8) 有 更 一 般 的 形式 
(3) AU(N B)= П (AUB), ANC UB)= U (4NB,); 
teT teT teT teT 
(8) (UB) = B,, (NB) = U B: . 
teT teT teT tET 
证 明 ”直接 验证 即 得 。 以 (8) 为 例 ,由 于 VxEX 有 
(AU B)‘ (x)=1—(4UB)(x)=1—max{A(x), B(x)} 
=min{l— A(x), 1— B(x)} 
=min{A‘(x), B° (x)}=(A‘ N B° X(x) 
SUA (AUB) = A‘ NB. 同 理 可 证 (4 人 B)* =A UBS. 证 毕 ! 
(3”) 也 称 Heyting 分 配 律 , (8") 称 无 限 对 侦 律 . 
必须 指出 的 是 ,在 .多 (30 中 补 余 律 不 成 立 , 即 一 般 地 
AUBS#X, ADA @ 
这 是 Fuzzy Жж 5 8 Ju E E 3k 320 FE]! AM, N х=, 1], 
A(x)=x, WO A (x)=1-—x, 


1-х x< 
x 


(404° =| 


njenje 


x> 


x x< 
ANA ros 


1-х х> 


TE AUA #Х, АПА FD. 
$3 ”Fuzzy 集 的 三 角 模 运算 


为 了 使 Fuzzy 集运 算 具 有 较 好 的 灵活 性 , 必须 建立 Fuzzy 集 
的 各 种 不 同 的 运算 . 这 些 运算 具有 最 一 般 的 形式 , 即 通常 所 说 的 
三 角 模 运算 (也 简称 模 运 算 ) . 

定义 13.1 映射 T: [0, IP — [0, 1] 称 为 三 角 模 , 如果 满足 条 
件 : 

(D TO, 0)=0, TG. 1)=1; 

(2) a<c B b<d>T@, b)<T(c, d) 

(3) TG. b)=T Q, a) 

4) T(T(a, b), -T (a, T (b, д). 
若 三 角 模 满 足 T(a, 1) =а(ає (0, 1), M TY TK. 若 三 角 模 
满足 TO, а) =а(ае[0, 1]), MZ Y SA. 

#1131 下 面 的 三 角 模 为 了 模 : 


a b=1 
To (а, nfs a=1 (1.3.1) 
0 ”其 他 
T,(a, b)=a Ab (1.3.2) 
T,(a, b)=a-b (1.3.3) 
T,(a, b)= TU A- 5) (1.3.4) 
Т.(а, b)=max(0, ab- 1) (1.3.5) 


下 面 的 模 是 S K. 


五 a=0 
5 (а, 5 b=0 (1.3.6) 
1 其 他 
S,(a, b)=a Vb (1.3.7) 
S,(a, b)=a+b—a- b (1.3.8) 
_ a+b 
S,(a, b)= 145 (1.3.9) 
5 o(a, h) = тіп (1, a+b) (1.3.10) 
#132 对 于 任意 120 
1) a-b 
ЕЯ (1.3.11) 
a = a+b +(4-2)ab 1.3.12 
Sa, b)= тат G2) 


DHA TRASH. 4A=2H, TO = T, S =S, 4 41 
时 , TO = Ti, 50= Si. 
Я 1.3.3 对 于 Vy>1 


Тоха, b)= 1 -—min(1, (I- a) + (1 6015) 


59%а, b)=min(1, (œ +b)? ) 
DHA TRA S K. 
定义 1.3.2 Жа’=1-а (a€ [0, 1 % a f Af. ETET 
# S N S W E 
[T(a, b)] =S(a, b) (1.3.13) 
WK TA S 为 对 偶 三 角 模 或 简称 对 偶 模 . 
ЕЯ 1.3.1 fh Ti MSi, J. A S, T. 和 S,, T, 和 S, T. fl 
S. EH BA. 


显然 , 若 T 和 S 为 对 偶 模 , м 
[S(a, Ь)]' = Т(а', b’) (1.3.14) 
对 偶 模 也 可 以 通 蕴 含 运算 形成 . 设 一 : [0, 1]? — (0, II, : 0, 
]] 一 [0, U w=1-a 定义 
V:aVvb=a—b 
A: a Ab=(a— b)“ 
当然 , V， 信 为 三 角 模 还 需要 “一 ”满足 某 些 性 质 ， 如 a 一 b= 
b> d 等 ,但 仅 要 求 对 偶 性 时 , 勿 需 如 此 .例如 
(D N 


= < 
а a atb<l 


b a+b>1 
则 
aV b=max{a, b} a^ b=min{a, b} 
QR 
< 
33 55 1 asb 
b a>b 
M > < 
ауы а+ь>1 Ai 人 a+b<1 
b а+Ь<1 b atb>l 
G 
inf 2 
2,1 0 
ele a> 
1 a=0 
则 
min{ b i} а<1 
ave={ 1-в 
1 а=1 
a+b-1 
аль-] = a+b>1 
0 a+b<1 


也 可 以 用 工 模 A жая: 
a—b=supí(tla A t<b} 
这 样 的 关系 在 Fuzzy 关系 方程 和 Fuzzy 逻辑 中 是 非常 重要 的 。 
定义 133 KTR TASH SHIRE, ж 


(4U*B) (x) =S(A(x), B(x)) (1.3.15) 
定义 的 AU*B H A 5 B 的 模 并 ,而 称 
(A (x) = T(A(x), B(x)) (1.3.16) 


定义 的 AN*B HAS B 的 模 交 , 仍 称 
A‘(x)=1—A(x) 
定义 的 A A 的 伪 补 . 
定理 1.3.1 ”对 于 模 并 与 模 交 有 以 下 性 质 : 
(1) AN*B=BN*A, AU*B=BU*A 
(2) (4N*B)N*C=AN*(BN*C) 
(AU*B)U*C= AU*(BU*C) 
(3) AN*Ø =Ø, AU*@=A, AU*X=X, AN*X= 4 
(4) (AU*B) =A‘ +В", (4N*B): = AF. 
例如 ， 
(1) R T=T,, S- S, W 
(AU*B) (x)= A(x) + B(x) – A(x)B(x) } 
(АП*В) (x) = A(x) B(x) 
(2) № T= I, S=S,, WJ 
A(x) + B(x) 


1+ A(x)B(x) | (1.3.18) 


(1.3.17) 


(A U*B) (x)= 


A(x)B(x 
(ап*В)0)= та Sr Tie 5050 

(3) R T- Te, S=S., М 

(AU*B) (x) min{A(x) + B(x), 1} } 
(АП*В) (x)=max{0, А(х) +В (х) — 1} 


(1.3.19) 


п 


(1.3.17). (1.3.18). (1.3.19) 都 是 比较 常用 的 Fuzzy 集运 算 算 子 。 

Fuzzy 集合 的 模 运 算是 经 典 集合 运算 的 一 般 化 。 由 于 T 模 和 5 
模 的 性 质 , 4 Ролу 集合 退化 为 经 典 集 时 , 模 并 运算 即 是 经 典 集合 
的 并 运算 , 模 交 运算 即 是 经 典 集 合 的 交 运 算 , 伪 补 运算 即 是 经 典 集 
合 的 补 运算 . ; 


$4 格 及 其 基本 性 质 


定义 1.4.1 (K. S HRK. EA = MR 

() 自 反 性 : vae K, а<а; 

2) 对 称 性 : a<b H b<a =a=b; 

(3) 传递 性 : a<b H b<c=a<c. 
# (K, <) HAHN У а, be K，a<b 与 b<a 二 者 必 居 其 一 ， 
ДЖОК, <) РЕЖ (ВЕНУ). 

#1141 N X E K. WFX, S H . (FO, 
S) 也 为 偏 序 集 , 但 它们 都 不 是 全 序 集 - 

(k. 和) 为 偏 序 集 , 若 存在 le K, Mat v be K, bel, N 
称 1 为 玉 的 最 大 元 ; BH OK Ht VbEKA 0< b, WHO 
为 KK 的 最 小 元 . р 

由 偏 序 关系 的 对 称 性 知 , 若 偏 序 集 (K，<) 有 最 大 元 (最 小 元 )， 
则 最 大 元 (最 小 元 ) 是 唯一 的 . 

(X, SHK. 若 存 在 ae К, 使 对 V be K@ =a), b Sa 
不 成 立 , 则 称 a 为 KK 的 极 小 元 ; BARE ac K HN V be K G, 
a<b 不 成 立 , MN a 为 KK 的 极 大 元 。 不 是 最 小 元 的 极 小 元 称 为 
原子 。 

显然 ,最 小 (大 ) 元 必 为 极 小 (大 ) 元 ,反之 未 必 。 

例如 , X=(a, b}, K= F(X) =, {a}, {b}, (a, b)) F 
с” {а}, (DR. 
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定义 1.4.2 (K. S FK. НСК. 若 存在 ue K, 使 
WV he H£ h<u, WE u Y H ñj NEN. A HH k E PL Pr 
成 之 集 有 一 个 最 小 元 , 则 称 此 最 小 元 为 及 的 上 确 界 , 记 为 supH 或 
Ум VH). 若 存 在 veK 使 对 V ВЕН Sh, WoW Н 


一 个 下 界 . 车 万 的 全 体 下 界 所 成 之 集 有 一 个 最 大 元 , 则 称 此 最 大 
元 为 日 的 下 确 界 , 记 为 inf E K 人 (或 人 H). 特别 当 H= (a, b) 


时 ,上 确 界 记 为 aVb ,下 确 界 记 为 a 八 b. 

由 偏 序 集 的 定义 知 ,上 (下 ) 确 界 如 果 存 在 的 话 必 是 唯一 的 。 

定理 1.4.1 K (K. Эм, МЕ. ТАНИТ 
性 质 : š 

(1) a Ab<Sa, a A b<b, a<a V b, b<Sa v b; 

(2) aNb=bAa,aV b=b V а; 

(3) ау a=a, aA b=a; 

(4) а<Ь <=> а ^ b=a<>aV b=); 

(5) ал (bA с) = (ал Б) л с, ам (Бмс) = (ам Б) Мс; 

(6) ал (av b)=a, a V(aAb) =a. 

证 明 (D、(2)、(3) 显 然 。 现 证 (4) . 

#a<b, Майаньщтя, A a <аль. 又 由 (1) я 
ал Ь<а, 从 而 a=aAb. 反之, Жаль=а, Мн (1) Я а= 
aAb<b. a<b<>avb=b 类 证 . 

(5) НЗ bAc<b, bAc<c, Ж 

aA(bAc)SaAb 
aN e 
从 而 aA@Ac)<S(aAb)Ac 
同 理 可 证 (aAb)A с<ал(ло. 所 以 有 
aA(bAƏ=(aAb)A c 
类 似 地 可 证 aV(bVo=(aVb)Vc 
13 


(6) 由 于 а<а, а<ауЬ, M a<SaA(aAb)<Sa. 故而 
а^(ауђ)=а 
同 理 可 得 ”av (a 人 \b)=a。 
定义 14.3 (CL. NH A. Hf Va, БЕГ, ab Жаль 
都 存在 , ДЖ (L, <) 为 格 . 
定理 1.4.2 工 为 格 的 充 要 条 件 是 其 上 定义 了 两 个 二 元 运算 
УЛ”: 
(1) 交换 律 : aVb=bVa, aAb=bAa; 
(2) 结合 律 : av(bvc) =(aVb)Vc 
aA(bA c) =(aAb)A c; 
(3) 吸收 律 : aA(aVb) =a, av(aAb) =a. 
证 明 必要 性 由 定理 1.4.1 可 得 . 往 证 充分 性 . 
设 V, 作 为 工 中 两 种 运算 且 满 足 (1) (3). 定义 工 中 的 二 元 
关系 “<” 如 
a<b D Hb a 
现在 证 明 “ 和 "为 偏 序 。 
O ARE: 由 吸收 律 
ал (aVb)=a 
aV(aAb)=a 
和 aVa=aV(@A(avb)=a (MASH ) 
#k а<а. 
@ 对 称 性 : 
a<b H bSsa=aAb=a В aAb=b=a=b. 
图 а<Ь H bc a^ b=a В bAc=b =aAc=(aAb)A c 
=aA(bAc)=aAb=a=a<c. 
综 上 所 述 , (L, <) ЛЕ. 下面 证 明 aVb 是 {a,b} 的 上 确 
Я, аль 是 {a,b} 的 下 确 界 .由 于 
aA(aVb)=a, bA(aVb)=b 


ел а=ал(ау (аль) =а 
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— | en 


从 而 a<Savb,b<aVb, K aVB Ma, 6} 的 一 个 上 界 . Be 
也 是 {a, b} 的 上 界 , 则 
a<c, b<c 
从 而 (аУБус=а\(ЬУс) SV c, Mavb<c. 所 以 
ау 4b 为 {a, b} EAN N. 同 理 可 证 a 八 b 为 {a, bs FM N. 
M (IL, H. 
X 1.44 H (L. HAHA 0 和 最 大 元 1， 则 称 工 为 
有 界 格 . 
有 界 格 具 有 如 下 人 性质 : 
(I) vaeL, 0<a H а<1; 
(2) av 0=a, aA0=0, av1=1, a^l=a(0-1%#). 
41.4.2 K X HRE. M (Y), =) (Z(X),S) 
都 是 格 . 
按 定理 1.4.2， 格 可 以 有 两 种 形式 , 即 (L, <) 和 (LV ,A), Ж 
系 它们 的 关系 为 
a<b S e alba <= аЬ=Ь (1.4.1) 
有 一 类 格 是 由 它们 的 原子 集 描述 的 . NN FN . Iya 
eL, ЗАС я, A= VA. 此 类 格 称 为 原子 格 , 它们 必 为 有 界 格 且 
0=Am,1=Vm.(700,U,n) 为 原子 格 ,其 原子 集 为 {{xj her- 
定理 1.4.3 K (L. <) аж, W 
(1) b<c=aAb<aAc, aVb Savc 
(2) av(bAc) <(аУБ)л (аус) 
(aAb)V(aAc)<aA (БУ с) 
(3) а<с<=> aV(bAc)S(aVb)Ac => (aAb)Vc<SaA 
(bv с). 
证 明 (1) m 1.4. 1 Z (4) . b Sc==bAc=b, 
于 是 
(ab) Л (алс) =(aAa)A(bAc)=aAb 
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故 aAb<aAc. 同 理 可 证 aV b <SaV c 
(2) 由 于 a<(aVb)A(avc) № bAc<(aVb)A (av c) Ш 
得 aV/(bAc)<(avb)A(aVc). 另 一 式 仿 证 . 
(3) 由 a< c< av c= c K (2) 可 证 . 
X 145 若 (L，<) 是 格 且 满足 
(4) 分 配 律 : avV(b 和 AO=(avb) 人 vo 
aA(bvo=(aAb)v(aAo 
We (L, <) 为 分 配 格 . 
定理 1.44 (L. <)a, Д) 
aAb=aAcR aVb=aVc=>b=c. 
证 明 由 分 配 律 即 得 
bp=bVCAi=bVCAoO=OVaACYO9 
=(av OA (bVoO=(aAb)Vc=(aA oj)Vc=c 
定义 146 K (L. <) HHA V H S L, VHA A H HE 
在 , 则 称 (L ,和 <) 为 完备 格 或 完全 格 ; 若 (L，<) 为 完备 格 且 对 va 
SLX HSL. 有 


a (A h)= Л (ау h) (1.42) 
heH heH 

aA( V h)= V (aAh) (1.4.3) 
heH һен 


WAL, 和) 为 无 穷 分 配 格 或 Heyting 代数 ; 若 (L，<) 为 完备 格 ， 
且 对 vtfaylisz je 


A(Vap= V (A aye) (1.4.4) 
1% je fell, iel 

СД 
У (Ла) = A (V aa) (1.4.5) 
iel jeJ, felly, ie 


则 称 (L ,<) 为 完全 分 配 格 . 
很 显然 ,完备 格 必 是 有 界 格 ,完全 分 配 格 必 是 Heyting 代数 和 
分 配 格 。 
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X 147 设 工 是 完备 格 ,aeL, AC L. 称 4 为 a 的 一 个 极 
小 族 , 若 4 满足 : 
(1) supA=a 
(2) # BCL, supB=a, 则 Vxe4 存 在 yeB 使 x<y. 
AW a 的 极 大 族 , 若 AWE: 
(1) infA=a 
(2) BSI, infB=a, W| xF V x€A, 存在 yeB 使 yx. 
例 1.4.3 设 X 为 经 典 集 且 XN. L= (NY), ЕСХН 
E AG, М 
£, ((e)lee E) 
为 E 的 极 小 族 ;而 
s = (е) leeE} 
为 EE 的 极 大 族 . 
例 1.4.4 设 X=[0, 1]， 则 Yae(0, 1), IO, a) 为 a 的 极 
PR, М (a, | 为 a 的 极 大 族 . 
定理 1.45 设 (L，<) 为 完全 分 配 格 , 则 VaeLl ,存在 a 的 极 
大 族 和 极 小 族 . 
证 明 令 
= {АА S L, supA=a} 
由 于 sup(a)=a, 故 .x 不 空 , iu = {A| iE}, A. Hj., 
+ A=EA а/е) 


MD 4 为 a 的 极 小 族 . 事实 上 ,由 (1.4.4) 易 证 


supA= V (A tio = A ( V Sam A supa; = Aa=a 
fell, iel jeJ, iel iel 


# BCL, supB= a M ¿er HE B= A.. K xeA. IN 
FH ге, ж х= л aso Ж уа, усо М yep В x<y. 
iel iel 
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于 是 4 为 a 的 极 小 族 . 
若 令 
B= {BIBEL, infB=a} = {Biel} 
Kh, B= (bj e 
取 
B= (% 
FWA HE В a 的 极 大 族 . 
定理 1.4.6 设 (L，<) 为 完备 格 , aeL. 则 a 的 任意 多 个 极 小 
族 ( 极 大 族 ) 之 并 仍 为 a 的 极 小 族 ( 极 大 族 ). 
МЕ 设 4,(ieD) 是 a 的 极 小 族 , 令 
A= UA, 


iel 
由 于 V xea (ie) ЖЖ х<а, K V x€A 都 有 х<а, 从 而 
supA4<a. 但 是 , 另 一 方面 
supA>supA,=a 
所 以 supA=a. 若 BSL 且 зирВ=а, 那么 Vxe4， 存 在 ivel 
使 xe4,,, 于 是 存在 yeB, 使 x<y. 故 4 为 a 的 极 小 族 。 极 
大 族 情形 类 似 可 证 . 证 毕 ! 
按 定理 1.4.6, F (L, <) 5956Ж, W v ae LEA RX 
极 小 族 , 记 作 B(a). 
定理 1.4.7( 完 全 分 配 格 的 构造 定理 ) 设 工 为 完备 格 , 则 工 
是 完全 分 配 格 当 且 仅 当 工 的 每 个 元 oa 都 有 一 极 小 族 ， 从 而 5(g 
ЖЖ. 
证 明 必要 性 . 设 aeL, # а=0, МН ЛЕ a 
的 极 小 集 . 现 设 a>0. (BIB SL., sup >a), AA 
la) e , M. Af . H, 将 多 中 各 集 及 各 集中 的 元 素 给 
Fas, W 
B. liel) 


V vēl, В,= (aii je.] 
由 a>0 知 Vi, IAD, > 
B=(A ,olf ©) 


则 B 为 a 的 极 小 族 
事实 上 ,B 是 a 的 恰当 覆盖 , 即 supB=a， 这 里 因为 ， 


V (Лау) = 5 45 a, j= inf(supB,)= a 
rely, iel 


其 次 , 设 CSL WE supC=a, WA ide C=B,. W 
XSA 0m 是 B 的 任 一 元 , 令 y=aiwy wo № yeBi,=C， 显然 


x Sy. RU BHA a MRK. 
反之 , 设 工 的 每 个 元 a 都 有 一 极 小 族 , 从 而 PO) 存在 。 
一 方面 ， 在 每 个 完备 格 中 ， 对 每 个 固定 的 fel]J.,， 任 取 的 
iel 


i e I У а,,< / A au- 从 而 
ел, 
V (Aago) ACV a; 
fell, ier ra) < A D) 
iel 
现 设 а= № (Ма), b= У (Ла, у) 
iel ТЕЛ, f elly, ist 


ier 


往 证 <b. 事实 上 ,这 时 Wiel, V ау>а( М ie. {alje} ° 
јє Ј, 


覆盖 a), ХВ(а) 为 极 小 族 , 故 对 В(а) 的 任 一 元 x,V ie] #r # j 
=f (ЕЛ, E X = di. 从 而 x< a É x<b. 但 是 x 
是 В(а) 中 的 任意 元 ,所 以 b 为 В(а) EN, K а<ь (因为 a 
为 Ва) Юю ЕЯ). 

类 似 地 可 证 

28148 设 工 是 完备 格 , 则 工 是 完全 分 配 格 当 且 仅 当 工 的 
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每 个 元 a 都 有 一 极 大 族 , 从 而 最 大 极 大 族 ala) FE. 
X 1.4.8 (K, NF, H: K— К, # “МЕ 


(1) a<b=b <a (1.4.6) 
则 称 “ 为 逆序 映射 ; 若 “ 满足 
(2) (a) =a (1.4.7) 


则 称 “ 为 对 合 映射 或 复原 映射 ; 称 逆 序 对 合 映射 为 伪 补 .。 
定理 1.4.9 B (L, 和) 上 的 擅 补 , 则 它 满足 对 偶 律 : 
(ау Б)“ , аль) =а Vb (1.4.7) 
证 明 由 于 a<avb, b<avb, M (ab) <а H (aV b)* < 
be. ММ (ab)? S b°. 
同 理 可 证 atv b° (h. 于 是 
(а Ab) >(a): VO)‘ =aVb 
从 而 aA b° CN. Af E (avb): =а ЛЬ. 
类 似 可 证 (ab) =а уь, ШФ. 
由 递 序 性 可 知 ,车 (K，<) 有 最 大 元 和 最 小 元 , 则 对 伪 补 有 
0°=1, 1 =0. 
4145 “°: 0, II — 0, II. а-а E Ia, М (0, 1 
<) ERA. 
定义 14.9 HL, 和 ) 是 格 且 具有 最 小 元 0 和 最 大 元 1, F 
. 存在“: L Leth, M LARA. 有 伪 补 的 有 界 分 配 
格 称 为 软 代数 , 若 软 代 数 的 伪 补 还 满足 
aN O H ava = ( 补 余 律 ) (1.4.8) 
则 称 之 为 Boole RM. A BAM BEA Fuzzy 格 ,简称 下 
格 . 完全 分 配 的 Boole 代数 称 为 完全 Boole 代数 . 
例 146 ( (D. UN УЖА, F 格 СЕНО, N, ° 
Zadeh, L- A. ff X. HX 1.2.3), f (Y, 0, G.) * 
Boole 代数 . 
以 后 我 们 称 非 Boole 代数 的 软 代数 为 严格 的 软 代数 或 严 软 代数 . 
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显然 ,由 对 合 律 易 得 , 对 伪 补 “，V ae 工 , а 是 唯一 的 . 
定理 1.4.10 LÆ Boole 代数 的 充 要 条 件 是 存在 运算 “V”、“ 信 ” 
"Е 
(1) 交换 律 : avb=bVa, anb=b^a 
(2) 分 配 律 : avGAd=@Vb)A@vo 
aA(bvo=(aAb)V(aAo) 
(3) 0-1: 存在 0 和 1 使 4V0=a, ал1=а 
(4) ЖЖ: ала =0, N = 1. 
证 明 必要 性 是 显然 的 。 往 证 充分 性 。 首先 证 明 具 有 性 质 
(3) 的 0 和 1 是 唯一 的 . 事实 上 , 设 1 和 1* 均 有 性 质 (3), 则 
l*V1=1 1*V1=1* 
故 1=1* 同 理 有 0 的 唯一 性 . 
设 对 a, На 和 a’ & ала=0, ауа=1Н ала" =0, 
ava! =I, N 
a'V(aAa)=a"V0=a” 
另 一 方面 , 由 分 配 律 知 
a"V(@\a")=@'V a)AQ@'V a)=1N@"Va)=a'val 
所 以 а"уа =a", Hd <a". Е A S. N d =a". 所 以 
满足 (4) 的 а 的 唯一 的 。 
由 于 
bV1=@VDA1=(0Vb)A@VD=bv@'A D=bvb'=1 
从 而 
av(aAb)=(aADV(aAb)=aA(1Vb)=a 
同 理 可 证 b 入 0=0， 因 而 a 人 (aVb)=a。 所 以 吸收 律 成 立 。 
设 x y=(avb)Vc 
БЕ алх=алу В ал х=ал у, М 
х= хл(ауа)=(алх)уал х) = (алу) а л у) 
=(ауа)лу=у. 
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所 以 结合 律 成 立 。 由 定理 1424, (L, <) 为 分 配 格 ， 又 由 
ava=1 В а 0—1, (а)' =a。 故 “满足 对 合 性 .而 当 
a<bit,@ avb=b. X 

(aVb) V (d ^b’) =(aVbva)A (aV b vb” 
=(1vb)^ (av 1)=1 
(avb) л @Ab)=@Ad ль)УФлаль) 
=@Ab)V ЮЛ а)=0 
h a 的 唯一 性 知 
(aVb) '=аль’, 
同 理 有 (aAb)’=dVb'. 所 以 
b'=(avVb)=ad Ab 
故 b'<a， 即 ““” 满 足 逆序 性 .证 毕 ! 


$5 工 型 Fuzzy 集合 


t X NN. LEH. N, В 
A: X= L 
称 为 了 型 Fuzzy RS, i S (X) ={A|A: X— L}. 
ЖА, Be F(X), # A(x) SB(x)(V x eX)， 则 称 4 包含 
于 B, in AS B. BH (A, S) WH. 记 
(AUB) (x) = A(x)V B(x) 
(AN В)(х) = АФЛ B(x) 
A‘ (x) = (А(х))* 
则 称 AUB, АПВ, 4 为 4 与 B 的 并 、 交 和 4 的 补 . 
显然 , (Z, (2X), U, H. ) DARASE S (L, V, A) HR 
数 ; (AY. UO, O,) 为 Fuzzy f HNA (L, V „Л, ) Fuzzy 
格 。 
H151 L- S (Y), WA X> (Y LN Fuzzy, 
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i (F(X), U, N, °) 28 Fuzzy H. 
#1 1.5.2 #1=Ю, If Tü 
(а, b) <(с d) == a<c H bd 
再 令 
(а, b) V (с, d) Nc, bV d) 
(a, b) N (с, d) = (алс, bA d) 
(a, с)‘ =(1—a, 1—b) 
则 (L, V, A, ) Fuzzy F, M (A (Y, U, П, ) % Fuzzy M. 
BEM 
(а, b) <(с, d) == a<c H d<b 


(a, b) V (c, d) =(av c, bA d) 

(a, b) AG d)=(aAc, bV d) 

(a, b) =(b, a) 
(CLV. N, ) H Funy №, & (AO, U, n, °) 也 是 Fuzzy 
№. 

81 1.53 设 L={(E, HE E F SY}(Y 为 给 定 经 典 非 空 集 ), 

定义 

(E, Е) <(С, Н) <=>ЕСС Н РЕН 


则 有 
U (E, F) =( U E,, U F) 
teT ter ter 
N (Е, F)=(N Е, П Е) 
teT {ЕТ ter 
再 定义 


(Е, Е) =(F°, E°) 
(IL. C. . ) Fuzzy H. K (AY, U, N, °) 也 是 Fuzzy 
. 
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例 1.5.4 W L={(E, F)ENF=Ø,E, F S Y)(Y 为 给 
定 经 典 非 空 集 ), 定义 
(E, Р) <(6, Н) =>EC G R HC F 
则 导出 @, O 为 
O (E. Е) (U E., ПЕ) 


ет ет 
О (Е,. Е) =(N E, UF) 
ет ет 
再 定义 
(Е, F)‘ =(F, Е) 
则 (L,@,O, ) % Fuzzy №, K ((Y, U. . ) Я Fuzzy M. 
设 ACF (Х) Я LB Fuzzy A. deL, + 
A, = {x|A(x)2 a) 
A,= {x|A(x)> a) 
ЖА. АЮ a- BHA, ARa- BRR. 对 此 我 们 有 
定理 1.5.1 设 工 为 完备 格 ，A,e F(X), (te T7), a, BEL, 
则 
(1) a4, SA, SA, SA. 
(2) (U A). 2 U (40. 
«ет ЕТ 


(3) (YA), 2 Y 4) 
(4) (NA). = П A) 
«ет ет 
(5) (NA), = N (40. 

ЧЕТ ter Ы 


HAJARE “с” ANN 
1.5.2 设 工 为 完备 格 , AFX), М 
(1) А(х) = V (NA. (N)) 
aeL 


(2) A(x) 2 У (NA, (q)) 
aeL °. 


其 中 


4 4 A(x)2 
0 当 A(x) Fa 
A, (x) НЕХ. 
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用 经 典 集 来 表现 Fuzzy 集 是 一 个 人 们 历来 关注 的 问题 。 最 早 
的 表现 方法 是 截 集 方法 (文献 [1)), 即 用 截 集 系 构造 Fuzzy 集 .之 后 ， 
(2).[3) 等 文献 中 提出 了 集合 套 理 论 ,系统 地 研究 了 Fuzzy 集 论 的 分 
解 定理 和 表现 定理 , 为 Fuzzy 数学 提供 了 可 靠 基 础 并 派生 出 一 大 
类 Fuzzy 数学 领域 的 研究 方法 。 鉴 于 实际 表现 中 的 可 操作 性 , A 
然 引 出 另 一 类 Fuzzy 集 的 表现 问题 , 即 Fuzzy 集 的 近似 表现 问 
题 .文献 [4) 最 先 提出 用 经 典 集 对 近似 表现 Fuzzy 集 的 方法 , 文献 
[5).C6)、C7).C8) 进 行 了 深化 . 最近, 文献 [10) 提 出 了 集合 环 方法 ， 
全 面 综合 了 以 往 表现 理论 的 成 果 . 本 章 的 目的 是 综述 迄今 为 止 集 
合 套 表 现 理论 的 所 有 成 果 , 使 之 系统 化 . 

本 章 中 所 涉及 的 Fuzzy 集 的 并 ,、 交 、 补 等 系 指 Zadeh 意 义 下 的 
运算 ,此 后 不 作 一 一 申明 . 


$1 分解 定 理 与 表现 定理 


一 、4- ME 

定义 211 K A4. AHK de Ю, 1], ВА, E (x |x eX, 
A(x) >A}, 4,2 (x|xeX, А(х)>4}, K A,X A 的 4- 截 集 ， 
4; 为 4 的 1- 强 截 集 . 

定理 2.1.1 截 集 具有 下 列 性 质 : 

(1) (AUB),=A,UB,, (АПВ), = А, ПВ, 

(2) (AUB),=4,UB,, (АПВ), = 4,0 В, 
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(3) (4%), = (41-1); (AS), = (4-a) 

(4) A= X, A= Ø 

证 明 (1)xe(AU B), =— (A U B)(x) >4 == A(x)V B(x) 
2A <= A(x)2 1 R B(x) >A => x€ A, U B,. 

xE(ANB), —> (A ПВ)(х) 22 <= A(x)A В(х)2 1 A(x) 
>1 H B(x) A x€A, H хєВ, <= xe A, ПВ, . 

(2) 001) i. 

(3) xs (A). <A‘ (х) =1— A(x) 22 A(x) SI — 4 
< А(х) 1-2 <> xtA a хе(4, 1)“. 


另 式 仿 证 . 
定义 2.1.2 HAE Я (х), ДЕБ, 1], EX AACE FY (X) n 
(AA) (x) =1A AQ) (2.1.1) 
定理 21.2 (分 解 定理 I) W Ac. (X), We 
A= U iA, (2.1.2) 


ДЕПО, 1] 


ШЕЯ (044) (X) = У (АЛА) = У (AlA,(x)=1) 
4610,1] де[0, 1] elo, 1] 


= % 6924} 469, 所 以 4= U 1A. 


2610,1 2610,1 
定理 2.1.3 (分 解 定 理 ID 设 4e.G(X)， 则 有 
A= U 14, | (2.13) 
lelo. 11! 


证 明 EH 2.1.241. 

由 定理 2.1.2 及 定理 2.1.3 立即 得 

定理 2.1.4( 分 解 定 理 ID K 4e. (X), НН: [0, 1] 
F(X), AHA) й Vielo, Ц, A,SHA)SA, WA 


A= U A (2.1.4) 
2e[0, 1] 


二 、 表 现 定理 
定义 2.1.3 设 H: [0, 1] ~A(X), Am Н(А) WE: 
А AH HG.) (2.1.5) 
WK 互 为 了 上 的 一 个 集合 套 , 全 体 集合 套 组 成 的 集合 记 作 7. 
定义 214 ЖХ) наку, П, 如 下 (无 限 运算 类 


同 ): 
H,U Hy: (H,UH,)(4)* H, (4)U H(A) 
HNH,: (Н,ПН) (2) H.. | ‚ (2.1.6) 
H°: Н (4) 5 (Н(1 – 4)) 
ИТ: - F(X), H— TH) 


定理 215 表现 定理 DD 
U дна) ЖА TEO. O. . ) 9109700,0, 0. 
(2.1.7) 
(2.1.8) 


1610, 1] 
上 的 同 态 满 射 , 且 对 Vhe D, 1] 
TUED;SH(CD)SETCED， 
т(н),= N H 


T(H),= П.Н) 
证 明 (ПУНЕ Z (X), Т(Н) San Hae HX) ME 


(2.1.9) 


M. KU T Jë 2Z(X) N (X) BRK. 

(2) V Ae Я (X), ФН Q) =A, (4810, 1]), #9 He (X), 

使 TUD= U AA,=A, MU TRH. 
Ae[0, 1] 

(3) хен = HOC =1=Т 5-м, CAHD) 


DAN HAX) = = хет(Н),, № H (2) S Т(Н),. 
хЁН(А) = Н(4) (х)= 02 Yr, H(A)(x) =0=Т(4)(х) = 

B П) У EEO V а Axt ТН), 
29 


BI T(H), S H(2). 
所 以 Т(Н), S H, ЄТ(Н),. 
(4) уа<2, На) 2 Т(Н). > T(H),— Пн (о) 2 Т(Н), 


(2+0), x П на) < П тн), = т(Н) ,,,=Т(н), (#0), 
Ж Ү(Н), = N H) (0). 

同 理 Т(Н), = U Н(а) (A#1). 

224 
(S)v2e(, 1} 
TCN H),= N ( 1 B,)(0)= 0 (0 B,@) 
yer aA yer a Ayer 
=N(N H, = T GH =(П T(8,), 
7єга<2 yer yer 
由 分 解 定理 I 有 TON н) Q TH,). 
yer Е 
(6) Удер, 1), TCU Н,), = U (ОН, («) = UCU H, (a)) 
yer ` a>2 yer a A yer 
=U (CU H, (a)) = U T(H,), = ( U T(H,)), 
yepa>a yer = yer g 
由 分 解 定理 II， 有 T( H= U TH). 
mr ?ET 
(7) Vhe(0，1]， 
T(H°),= N H°(a)= N (H-a) =( U На-®)} 
4 4 4 1 一 x>1 一 人 

=(T(H),_,Y = (СТЕН) ), 
由 分 解 定理 I, A T(H°)=(T(H)Y. 

(5) ~ (NRA TRASH. 


定义 2.1.$ A Fe R: 
Е(0)=Х, F( V ,)= П Е(4,) 
?er yer 


则 称 下 为 了 上 的 一 个 集 轮 . 全 体 集 轮 组 成 的 集合 记 作 oa). 
30 


若 集 合 套 F e,) ME FO) G, F(A 1)= UF(4,) 则 
?ET 


称 下 为 X 上 的 一 个 强 集 轮 , 全体 强 集 轮 组 成 的 集合 记 作 外 (X). 
显然 , VAC F(X), Ф F()= A,, FO) 4, 则 下 为 集 轮 ， 
FHERR. X V He (Y), & | 
F. Ox. Р.) = TH), = П HEO, 1D 


F,(1)=9, Felt) = TH), аер, 1) 
UF, PRR, F, 为 强 集 轮 . 
换言之 ， 每 一 个 集合 套 唯 一 地 确定 一 个 集 轮 和 一 个 强 集 轮 . 
由 分 解 定理 I ПЯ, #T(H)=T(H), M F, =F, , ЗВ Т(Н) 
=T(H)=T(F). 
BE AX) PENA π R 
H,~ H,<>T()=T) (2.1.10) 
则 易 知 “一 "МЕ: 
(D 自 反 性 : H ~H; 
(2) 对 称 性 : Н, ~ H,=H,— Hi; 
(3) 传递 性 : H, H. H Hi H, Hi H, 
因此 “一 "为 等 价 关系 。 
EER FOO =, = {Нине (N)], 其 中 
{H}={H'|H'e Z (X), H' ~ H). 
令 T O = F(X), HET AHP =TOHD W T» 
F(X) A F(X) — — KA. 
ЕЯ (X) PMU. WF: 
H.) (HJ + {H,U H.) | 


{H,} {ну} {HN H} 
{нуе U 
这 样 的 运算 与 代表 选择 无 关 .事实 上 , # —ͤ H; —H,,H'— H. W 
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(2.1.11) 


T(Hí)=T(H), T(H;)= T(R.), T(H')= ТСН). 
由 工 的 同 态 性 知 
TH; ОН; )= NH; )UT(H;)= NMH UTC) = TH, UE) 
NH. H.) TH, ONH; ) = TH) TCH) = TH) 
NH“) :) -T H) = (TD) = TH") 
Jü H; UH; ~ H,U B,, Н; ОН; ~ H, ПН, (H) ~ Не. 
由 于 THRASHER T'({H}) = Т(Н), 可 得 知 T' 为 (9 G), 
C. П, ) я (Z (x), U, N, °) f HN A. 为 此 ， 我 们 可 
以 认为 Fuzzy NN A HJ, 而 类 中 任 一 集合 套 
HSA fE 29 ENR Fuzzy A. 易 知 , (G). U. G.) 
ТАЖ (, U. O.) ROR), UN, ) HS (F(X), 
U, 门 ,“) 是 同 构 的 . 


$2 ”可 列 集合 套 


定义 221 0Q={mlk=1, 2, ) S0, 1) 且 在 (0, 1) 稠密 ， 
1-а,Е , 称 @ 为 (0,1) 的 可 列 稠密 子 集 . 

512221 #052 0, 1 的 可 列 稠密 子 集 , N 

(I) Vå, 4€(0, 1), 41 A, Je {E A. a A; 

(2) VAE(O, 1), A=V {аја <4, 460) =Л lala A, ae] 

证 明 (1) 由 稠密 定义 立即 可 得 .。 

(OAK , ae ff SM., Ne HAN a 
>A mEQ}>y> 和 4 矛盾 .所 以 等 式 成 立 . 

同 理 可 证 V {ala<4, xeQ}=4. 

TR, Q=v{alae(0, 1) 且 a 有 有 限 位 小 数 } 是 (0, 1) 的 
可 列 稠密 子 集 . 

定义 222 设 0 为 (0, 了 1 的 可 列 稠密 子 集 , H: Q —2 (X), 
a Ha) 满足: ' 
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a, <а,=>Н(а,) 2 H(a,) 0.2.1) 
WH 及 为 了 上 的 一 个 可 列 集合 套 , 上 的 全 体 可 列 集合 套 记 为 
He Ф). 
定理 22.1( 可 列 分 解 定理 ) N (0, D 的 可 列 稠密 子 集 ， 
ACF H. He HRE V ac0, 4. S He) S A., М 
(l) A= U ad,; 
aeQ 
0) A= Џа4,; 
ae 2 
@) A= аи: 
(4) ar, 2,60, «,<a,>H(a,) 2 Н(а,); ° 
(5) 4,= . а), 400, 1], «EQ; 
„= „(e), ДЕ[О, 1), «EQ. 
证 明 (Wakes, A= Ч aa = 0 4A. 
де 4e elo, 1] 
XV 4e(0, 1), За, w,€ Q 使 oes ША. 2 A, 2A,,, 
N aA. ЕЛА, S aA. . 所 以 U 24, S oe aA. KR fis (1) 
610, 1 
щи. ai 
定义 223 ED EXO. H. · m: 
H. H:: (H,U Ha) = Hin) уН а) 
Hi H.: Hi MHC.) = Н, (a) Ha) | 
H°: H°(a)=(H(1 — d)) 
其 中 ae. 
利用 引 理 2.2.1 可 以 证 明 : 


定理 22.2( 可 列表 现 定理 ) HAO, DHAEST, 
Т: H = F(X), H TH)= U aH), 则 


(2.2.2) 
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0) T (AU. .) Ся, U. П, Я; 
(2) Va eQ, NH), S H(e)S T( H),; 
(8) Т(Н), = N H(e), 4е(0, 1], «е0; 

А<А 


4) ТН), = U H(e), 4€[0, 1), «EQ. . 
` А<А 


上 定理 说 明 可 以 用 可 列 集合 套 刻 划 Fuzzy Ж. 

WAG F(X), Q= (a| HA N H Ж, ac (0, 1)}, 根据 
(Ars IK =0, 1, 2, , 9} 构造 可 列 集合 套 Н,= (H 0E} 
如 : 

Hi(x)=4oi (0.k<a<0.k+0.1) (k=0, 1, =, 9) 
# A(1)= Оена) . A 的 1 位 近似 Fuzzy 集 。 相似 地 ,可 以 


构造 4 的 1 位 近似 Fuzzy $ 4(D)。 这 里 ,计算 可 得 
А(1)(х) = V (z|xeH(a)) = V {0.k +0.1|x€A,,.) 


10 хФА, s 
0.K ＋ 0.1 *. A Aoks+oa 

0 A(x)<0.05 
0.k+0.1 0.k5<A(x)<0.k5+0.1 


A(1)(x) 即将 A(x) KOS HAR 1 位 小 数 . 
$3 是非 集 对 


本 节 介 绍 集 对 及 其 运算 . 

定义 23.1 M X KR. N ҮМХ)=((4', AYA ПА" 
=Ø, A'S X, A" сх) XE AE H. K Rx 
是 非 集 对 . BA’, 40 e NGO, WH 4' H(A’, A) 的 是 
集 ，4 "为 (4 40 f EA, М (4 UA) 为 (4'，47 的 不 分 
明 部 分 。 记 AA(A’, 40). BE (B', В") 等 等 . 
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定义 232 K (A“, А)ЕУМСХ), Ж A'UA"=X, WH 
(A. 4” 为 纯 是 非 集 对 .全 体 纯 是 非 集 对 所 成 的 集合 记 为 PYN(X), 
Ж PYN(X) 为 上 的 纯 是 非 空间 . 
НЗ (A“, А)ЕРУМ(Х) H. A'UA"=X, AH EAN 
E A'=(A%. AK. RH T: PYN(X) —P (X) WBBM. 此 
( XNA. 
X 2.3.3 在 YN(X) 上 定义 运算 O, O: VA =(A', 
А"), B- (A“, А") ЕУМ(Х) 
A@B=(A'UB', 4030 
AOB=(A'NB’, auen} 
4 = (A,, А’) 
Же”. 0”. "依次 为 和 运算 、 积 运算 和 反 运 算 . 
定理 231 (УМХ) ©, O, °) 为 软 代数 系统 , 但 不 是 Boole 
代数 系统 . 
证 明 由 经 典 集 的 运算 律 易 推 出 
(1) 交换 律 : АФВ=ВФА, АОВ=ВОА; 
(2) 结合 律 : A@(B@C)=(A@B)@C, AO(BOC)=(AOB)OC; 
(3) 分 配 律 : A@(BOC)=(A@B)O(A@C), АО(ВӘС) 
=(4OB®(400); 
OA. АФА=А, АОА=А; 
(5) К: A@(AOB)=A, АО(АФВ=А; 
(© 对 偶 律 : (ЛФБ): =A‘ ОВ“, (AGB) =A OB; 
я: (4°) =A; 
(00-1#: 存在 最 大 元 (0, VHD (G, Х), NN. VA 
AO(X,Ø)=4, 40 (X, @)=@, Ø), 40G. X)=(@,X), 40 
(0, =A. (УМО, Ф, ©,“) 为 软 代数 系统 。 但 由 于 一 般 
ADA =(X, M 不成立, 即 补 余 律 未 得 到 满足 , 故 (YN(X), O, O.) 
不 是 Boole 代数 系统 . 


(2.3.1) 
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定理 232 MAH Т. (PYN (X), O, ©, ) ( , U. U, ), 
(4, 4") A 是 同 构 映 射 .其 中 后 一 个 “” 是 通常 的 补 运算 . 
ШЕЯ V A=(A', 40, B=(B', B” )e PYN(X), 有 
T(A®B)=T(4 UB’, A” NB") =A 0В' = Т(4) UT(B) 
Т(АОВ) =T(4 ПВ’, A” UB") =A NB'=T(4) ПТВ) 
T) =T(A", А) =А"=(А)°=(Т(А))° 
因此 THAS. ХТ, ТН. 
定理 23241, (PYN(X),®,O, *) 为 Boole 代数 系统 , 并 且 
可 将 其 视 为 普通 短 集 系统 (. (了 ,U,n ). 从 而 表明 (УМХ), ©, 
О, ) ME ((Y. U. П, -K. 
当然 我 们 可 以 将 @,O 搬 到 无 限 的 情形 ， 即 , .x 为 指标 集 : 


O (A., 4.) = CU, n 
ae. 


Oe 4¹ n 4 u: * 


ae CE 
且 易 得 
Ге (A., AZ)] = О (A; , AZ) 
ae act } (2.3.2) 
[©(4:, A:) F = Ө (A., AZ) 
ae ає м 
还 可 以 定义 卡 氏 积 
IIA, Ar) EIA“, Па) (2.3.3) 


ac. ає.ж acs 
X 234 (A, А") G, В") 95818 A'=B'H 4"=B". 
X 2.35 在 YN(X) 上 定义 二 元 关系 “<” 为 : 
(4', А") < (В; В") УНАХ ч А’ CB’ B A">B". 
称 *< ?为 包含 关系 . 
定理 233 (YN(X),< ) 是 偏 序 集 . 
证 明 (1) 自 反 性 显然 成 立 ， 即 VAEYN(X), A< А. 
(2) 反 对 称 性 . N (A“, А) < (В, B” B (В, B”) (A,, A), 
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H) 4’ S B'E A > В"Н B'CA' HBA. MH A=B H А" 
=B” 即 (4 А")=(В’, В"). 

(3) 传 递 性 . K (A“, A< GB, B” B (B; В) < (C', C”), WA 

A'CB' B RSC ASC, A BH BCA 20", 

所 以 (4', 40 (c, С"). 

定理 234 (YN(X),<)ARKI(X, GG, X). 

证 明 : ”显然 成 立 . 

定义 236 #(A', А") < (B', В"), M d,, A”) (BY В") 
的 子 是 非 集 对 . 

TA, (X, W) 的 所 有 子 是 非 集 对 所 成 集合 即 为 YN(X)。 在 
YN(X) 中 还 有 一 个 特殊 元 素 是 ( 力 ，) ,我 们 称 之 为 非 认识 元 . 


$4 Fuzzy 结构 及 其 扩张 


我 们 引入 集 对 的 目的 是 用 它 近 似 地 表示 Fuzzy K. H I. і 
何 用 集 对 来 表达 Fuzzy 集 这 在 理论 上 是 重要 的 。 


一 、 模 糊 结 构 与 实例 


1992 年 , 刘 文 奇 在 论 域 X 上 引信 了 Fuzzy el. 

定义 241 设 义 为 非 空 经 典 集 , 若 映 射 y: YN(X)x X— [0, 1] 
满足 : 

(D xt VA=(4', 40, 车 xe4' 则 (4, x)=1; 若 xe4" 则 
H(A, х)=0; 

QË A< B， 则 对 VxeX 有 uA, <p(B, х). 

Жи 为 XX 上 的 Fozzy EH. H 诱导 出 的 函数 族 .Z; H= 
. O > ЩА, X| Ae YN(X)) BAX MKF pM, HHH u- 
w. 

F, HN NN X MN 上 -Euzzy FR, 在 不 混淆 的 情况 
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下 ,简称 为 Fuzzy 子 集 或 Fuzzy 集 。 仍 用 А. B.. 等 等 表示 之 . 
规定 V xex, (, ). х)=0.5. 
A241 WXAESAAR, EXA F: 


1 x€A' 
ЩА, fo. x€(A‘ UAS 
0 x€A” 


BE wy X EM Fuzzy 结构 ,我 们 称 之 为 典型 Fuzzy В. 
例 242 B(X, p) ENA Bj, MCX, L=max р(х у) Я 
x. A 


有 限 数 ,点 到 集合 的 距离 定义 为 
d(x, 四 -本 人 у) AN 


+00 M= 
定义 函数 


1-d(x, AL A d(x, A')<d(x, А") 
ЖА, »-fo.s 当 d(x, A')=d(x, A”) 
d(x, A/L 4 d(x, A')>d(x, А") 

= X E É Fuzzy 4, 


=. RMR MAT k 


对 经 典 集合 论 ,有 经 典 扩张 原理 : 

定义 242 WX. 了 为 非 空 经 典 集 , f: X— Y, WS TAK 
导出 f: -D. АЛИ) Ау Зхех, „OUR 
fol: PD F(X), B= f-'(B)2 (xl f(x)eB}. # J. (4) 
为 4 的 象 , f: (В * BEA. 

XE. Y. & (DNA X. УВЕ. 

1975 4, Zadeh, L. А. 把 经 典 扩张 原理 推广 到 Fuzzy 集 论 中 . 

X 243 HX УЯЗЕЕАЖ, f: X—Y, x FOE, 
则 了 可 以 诱导 出 
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д: & (Y = FY), Aw f. (A) 2.4.1) 
及 д: FY) F(X), B=. (8) (2.4.2) 
Ел AASB) 由 如 下 两 式 定义 : 

f a05 y Ay (规定 Y=0) 


f(A) = BY G) 

N J. (4) AK, . (B) H BMPR. 

我 们 希望 通过 f:X— 了 也 把 X ЕЮ Fuzzy 结构 搬 到 Y E. 
显然 有 

31 K 2.4.1 M X. Y ERA. XTX T. 
B. B. ó (B,, B. SI) 时， J).) =S. 

定理 2.4.1 MX. T ER EAA. u X EH Fuzzy 
3, f:X— ҮЙ. Ж У BeYN(Y) № v yeY, & 


ив, = + L,. mC ЛВ, EBD, х) + 
x)=y 
AUE) EBD A 043) 
ЖЖ Y Е Fuzzy 结构 . 

证 明 AJETA, fN BED, SB, S 
B), 及 是 有 意义 的 。 

(DA yep", NU OTG, N vx e (al 
Лод =), WF и» Fuzzy 结构 ,有 MSEE), SEB), х) 
=1. FÆ AuG, y)=1. 

类 似 可 证 , 若 yeB”, M и”(В, y)=0. 

(2) 设 В, GH, Br), B,=(B;, Br) H B; cB}, Bi ЭВ,, 
MH EAN KN HH. Fe (n!) S _J::(B;) B f O) 
. (B.). HF HX EAN Fuzzy 结 构 。 故 对 vx, Ж 

ul. (B1). J. (B)), Y S %, (Bf). J- (Br)). х) 
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jo f. Gi J. G. < -- G. . 


G-. GH. D . G. J. &. x) 


从 而 
# (BLY) = > zl a * Вг), J. GBI). ) + 


ae ee (Bi), F. (Y. x)] 


1 1 
<! dred (О: (B:). T. (BT)). x) + 
A n((f:'(B;), T. GD. х)] = и’(Вь, у). 
f(x)=y 


(3) *., -A- B), y) 
C Fr. D. + 
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2 ( Јо) = 
A n((f:'(B”), J. GY. х)] 
(х) =у 


1 “ss Iya 
* -A C-“). . . X) + 
二 [ye u: (B“). f; (BD), х) 


Wa (I -A- В”), f; BY) 


d za- A MBISE BDD + 


a Saai (C- B ). f; (BY. x))! 


БИ 1( 51(B'), УВ"), х) + 
Е, АВ"), f: В"), х)] =1— u (B, у) 


ВЫ, и’ YER Fuzzy 结构 . 

5138 2.4.2 N X. УЕ, f: X V. W 为 单身 
的 充 要 条 件 是 : # ANAD (4, Ae (X), MJ. (40 N f- (A:) 
=O. 

证 明 充分 性 . R, Ф A =Í), 4,={х,}, HS (A) 

= (f(x), f -(A,)= (f(x), H 4.0 A. G. 从 而 {f(xD)}N 
(f(x))=%@. # I G о). 所 以 f 为 单 射 

必要 性 . (用 反 证 法 ) 设 /为 单 射 ,车 存在 4,, АЕР(Х), AMA, 
=ó M f.(4)N f. (4) # g. ye f. (А) N f. (A) 时 ,由 ye 
(A), 3x64, K f(x) . X НТ А,П4,= G. K x, x, 
但 f(x)= f (x1) Y. 因此 /不 是 单 射 。 FA! 

BH VA, А.Е 2 (X), & 4104. Я J. (40 0. (A:) 
H. | 
ЖИ 2.4.2 RX T E ENA. v VE Fuzzy 结构 ， 
f: X—Y WAH. 对 V4=(d А") ЕУМХ, V xeX, 定义 
B(A, x) . (A), J. (40, f) (2.4.4) 
Nn. XE Fuzzy 8548. 

证 明 由 引 理 2.4.2 (0. (40), J. (40). I AX. 

(1) e, M (He. (40), 从 而 u. (A4, x)= C. (40, 
SAD, f @))= 1. 

fe . A xe A“, W n. (A4, x)= 0. 

(2) A,=(Aj, AT). A4. (47, 47), K Aí SA; H AF 2 
Ar, M . (A1) S (Ai) E f(A; ) Ar). KNV ex, 
ШОКА, 7), J. Ai Y. у) (07.04), J. (4:0), y), 而 对 У xe 
X, ul. (Al), J. (Ar), IG) S и (U.(A;), J. (Ar). f (Y. 
В u. (A, x) < u. (As, x). 

(3) f. Ac, х) A. ( A), J. (40, f (x) =1— n(( f. (40, 
J. (A), T =I-A. A, x). 
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一 、 基 本 定义 


X 2.5.1 FMC [0, 1], HKM E 

(1) 0€ . 

(2)1e.S% = -e N 
则 称 .是 对 称 的 ; A RNA. HN E 

(3) vie X, A inf{s—Als>A}=const WRA 是 均匀 的 . 

车 .是 对 称 的 , 则 le .xX ,车 .是 均匀 的 , 则 0.5e . 

定义 2.5.2 设 .x 为 [0,1] ЖЕЖ, NAH R. NT 
x.Z(X),1— (R(),R(A) 满足 : 

(DRO)=X, RU)=9; 

(2) va, A S, d <1,=R(À) ZRA) 2 RQ.) DRA). 
则 称 R 为 X 上 的 一 个 关于 .% 的 集 环 ,不 混淆 时 简称 集 环 , RA) N 
为 R 在 4 处 的 外 轿 , RA) HH R iM. X EW RF В 
集 环 的 全 体 记 为 ©, (X). 

MEM, HM =, 1], 则 一 个 集 环 及 定义 了 两 个 集合 套 : 

R°: [0, II F(X), ARG) 
Ro: [O, 1] > F(X), A+R) 
显然 有 T(R°)=T(R,)- А 
X 2.5.3 在 @v(X) 上 定义 V, 入 ,如 下 : 
R, VR; уде RN R) (А) =(R(QUR,Q),R @ URA) 
R. R.: YAE NR. Л R) Q) ANR. Ro (2.5.1) 
R. Ve V. К-(4)= (Е(1- 4)“, (601 2)°) 
N. RVR, RAR, R- 都 是 集 环 . 
定理 2.5.1 ( (如 ,VYV , 八 ,，-) 具 有 如 下 性 质 : 
4 


(1) 交换 律 : 
DHAR: 


ОЛ: 
ARK: 
SSR: 
(6)0—1 #: 


(7) 复 原 律 : 
(8) 对 偶 律 : 


R,VR,=R,VR,, R,AR,=R,AR;; 

R ,V(R,V R;)=(R,VR,) УК; 
К,Л(К,^Е,) = (К,ЛК,)ЛЕ,; 

RV (R.,AR;)=(R,VR)A(R,VR);); 

R ,A(R,VR)=(R.,AR,)V(R,AR); 
(R,VR;))AR,=R,, (R VNR) VR. =К,; 
RVR R, RAR=R; 

30.,, Ly еф, (Х) EM V Reo () 
O VRR, ON R= O, RI. 1 ЕЛІ, = R; 
(R) =R; 

(R. VR.) =R 人 Ri (R,AR,) =R, VR;. 


证 明 BAY) EH ENU. N, ° 的 性 质 立即 得 (1) (5). 
(600: * A(X) 定义 为 


K. Ø) A=0 
0, (= 
72 ie @) 40 
Ly A> F(X) SPREK 
&. x) 21 
on bt 81 


A Кед, (Х), & R@= RQ), RQ), 则 
O. УК) =0 AURA), 0, (DURA) 


K OR 20 
"(вив ØURG), 4+0 


= & RO), 4=0 
(ка), RO), 10 
RC 


亦 即 O. VRR. 
ODD OR. 0, (ANRA) 


43 


Á (ee Ø NRA), 1=0 
(2 ПКО), MRO, 4+0 


105) 4=0 
(Ø, Ø). 10 
=0, (4) 
. O NRO 
(lsV RW=( URA), Ly (YURAY 
7 a XNR), 1⁄1 
(XU RQ), Ø URG), 2=1 
. X), 2 
(х, Ø), A=1 
=1, 0 
1,VR=l,. 


(ly л ВА) NRG, L(ANRE) 
> јап XNRO), 4⁄1 
(ХПЕЙ), ORG. 4=1 
195 R@), 11 
(Rü), Ø), А=1 
=RQ) 
1,AR=R. 
M RJ Q)=((R-( 2), (R=) = (ва) 
(& (-) ) -R Y., X ROG 
. (RY =R. 
ENR, VR) (4) = (ВМВ = (RVR, =)) 
=((R(1 = DUR, = 4), (6,01 4) UR, = 4) 
=((R,(1=2))* NR = A0), CIE DRC A) 


=(R7G)N R; (Q), RT) ПЕ; Q) 

=((RrAR;)Q), (RIA RIA) = (RIA ЕО. 

. (RIVR,) R ^R}. 
Мея, (RAR) RI VR 

E252 (HD. V. . ЭЮЖАЖНЖЯ Boole fe. 

证 明 f 1 (H. V. A, YH. FEO 
说 明 补 余 律 不 成 立 . & Re O (Y) M E: RO) =X, RO) 
=B#X, k (i) A, R (U =5 H A#B, М АСВ # B° 
SA #X, Mi 

R (O) =X, R-(0)=A°, R (i) B', RG) g 

(RV R-)(0) =(R(0))UR -(0)), R(0)U R ` (0))= (XU x, 
B°UA°)= (X, 4) +1. (0) 

Ц RVR #1. ИМ RAR TO. Alt, 
(e. (X). У, Л, ) Ж Boole КЖ. 


=. ЖУУ Fuzzy 集 的 关系 


上 节 中 ,我 们 成 功 地 用 (. 宛 X,U, O. N ИВАН 
了 一 个 严格 的 软 代数 系统 (@v(20,V, 人 人， 站 ), 它 与 (9 00,U,0)， 
“) 具 有 相同 的 代数 性 质 。 那 么 ， 在 近似 意义 上 讲 ， 是 否 可 以 用 
(@v HY. V. AV. RH. О, П, 5) 16е, 并且 
4S =[0, II 时 这 种 代替 还 是 精确 的 。 

28253 NM. F(X O. A> MABE: 
vied, MO = (4, А) (41 为 4 的 4- 截 集 ，4; 为 4 的 
1- 强 截 集 )， WMA ( (Y). O. . ) R Os (X), 
V, 人 和 人 ，-) 的 同 态 满 射 .并且 ， 当 м =[0，1] 时 ，M 是 同 
1 

ШЕЯ 首先 说 明 M 的 合理 性 . M (A): vie , M(A)(2) 
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=(4, 4) X EH ANN. 事实 上 
(1) VAE F (X), M (A)(0)= A, = X, M(A)(1)=4,=9; 
(2) RRR Nn FE RA, VA, Lew, 4A<A, 
RY, A,2A,,2A,,>A,,, В MCA) MD M) 
ЭМ(А) (4,). 
Je, 3 A=B B), Velo, | WA A,=B, Н A,=B,. 
故 当 дем 时 M(A)(4)=M(B)(i) В. M(4)(4)=M(B)(4)， 即 
M(A)=M(B). 所 以 M 是 一 个 映射 。 
B=, VA, BEF (X), VAE NN 
M(AUB)(A) = (А ОВ), (А UB),)=(A,UB,, A,UB,) 
(M(A) V M(B)) (A)=(M(A) (4) U M(B) (4), M (A) (4) U 
M(B)(4))=(4,UB,, A,UB,) 
M(AUB)=M(A)V M (B). 
同 理 M(A()B)=M(A)A M(B). 
KH A AY ХА: (4) = (4...) B (As), (AL. 
X. A 4e N 时 
M(A‘)(A)=((A*),, (A %% = (04,1), (A,_,)°) 
(М (4°) (4) = (0м(4)01 —2))5, (MAA = 4)) 9) = (41, 
(Au-). 
M(A‘)=(M(A))-. 
所 以 ，M 是 同 态 映射 . 
SO, vRE@(X), + 
A= U (ACU RG U RM Od U RA)) 
он yee | ree 221 
W A. ROI) A, - RC) (VA), Ш M(A)=R. 所 以 M 
是 满 射 。 
ЖЕ, oO, 1] 时 , # M(A)= M(B), 则 对 V1ef0,1]， 
A,=B,, RA=B. 所 以 ,此 时 M 是 同 构 映 射 。 
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设 A 为 [0,1] 的 对 称 子 集 , 在 .多 (X) 上 定义 二 元 关系 “一 Z: 
A~ „В <> М(А)= М(В) 
显然 “一 v "WE 
DARE: 4 一 v4 
i) MARE: A~ ВВ ~ ¿A 
前 传递 性 : А-В B B— ¿C=A —,C 
KA, — vs” 是 .F(X) 上 的 等 价 关 系 . в 0 = 
J 了 ZF( 加 D/ ~， 其 元 素 记 为 [4]y 样 ， 常 记 为 [4]. 
定义 2.5.4 在 .ZF (X) 中 定义 运算 U*, r) *, ° *: 
[4]U*[B]=[4UB] 
[4]N*[B]=[4 ПВ] | 
[4] * = [4°] 
ж: 运算 U*, O“, БКЖ. ЗЕ, A'— ¿A, 
B „В, MN дем, A 
Ai =A, В A; =A, 
Bi =B, H В; =B, 
故 当 le. * 时 
(A'UB'),=A; UB; = А,В, = (AUB), 
(А'ОВ') = А; UB; =A,UB,=(AUB); 
(А'ПВ') ‚= А; В; = А, ПВ,= (АПВ), 
(A'N B’), = 4; nB; = 4, ПВ, = (АПВ), 
(A'Y h= (41.1) = (Ar) = (4%), 
(04), = (41, ) (A- = (4%), 
所 以 A'UB’ ~ y AUB, А'ПВ ~ > АПВ, (40% ~y AS. 
由 “ „ ”的 定义 及 定理 2.5.3,， 立即 得 
定理 25.4 ( . U, П*, *) 5 (. V. N.) 
同 构 . : 
有 趣 的 是 当 .xz 为 有 限 均匀 对 称 集 时 , M(A) 给 出 了 4 的 一 组 
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(2.5.2) 


“等 高 线 " .形象 地 说 ,4 是 一 座 山 , M(A) 就 是 这 座 山 的 地 形 图 .只 
要 等 高 线 足 够 地 密集 , 则 .9 (X) 的 分 类 就 足够 地 细 , 说 明 “ 地 形 
FA” ЗВ EE HN 的 势 增 大 而 增 大 , 以 致 当 .of=[0, 1] 时 ,“ 地 形 
H“ NE “KAT. 

三 、 集 环 与 是 非 集 对 的 关系 


ERBER of =(0, 1). ИН, V Reo (OTEA (X, A, B, 
分 ) 的 形式 (4 . Em 4、.B 唯 一 确定 , 即 由 AS BE ME. X 
里 4 表示 RO), BRA ВЦ). 

YN(X)=((A, B)|A, BEA(X) ,40B= GJ. ЖЕЙ NH 

(Au B) @(A,, B,)=(A,U A., BiB.) 

(An B) OG., B.) - (A. UA, B, UB) 

(A., В)“ = (B, A). 

Е 2.5.5 1 ={0, I) 8, (Ф (Y). V. ^, 7) 5 
(YN(X),@,0, ) 84. 

证 明 B /: фо, (XK) > УМХ, R> F(R) 由 以 下 方式 
确定 : 

如 果 R=(X, A, BD) W f(R)=(B, 4) 

按 R 的 定义 , АЭВ, KA BG, Ш f R)eYN(X). X 
#R,=R,(R,=(X, А,, B Ø), R,= (X, A,, B,, 9)), Ri 4,=4,8 
B,=B,. 从 而 4: =4; H В, - B., Bl f (R) = (R. H 
的 定义 是 合理 的 . 

往 证 f E N H. W R,=(X, A,, B., Ø), R: = (X. A:, 
В, G), W Z 

f (R,VR;)= f (KUX, А, 0А,, B. UB, G) f (X, 4.0 A;, 
B,UB,,@)=(B,UB,,(A, UA;)°)= (В,ОВ,, 41 (1 As) = (By, A1) 
@(B,,A;)= f (R)@ f (R>. 

MÆ, f(R,.AR,)= f (R0O f (R>. 
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又 设 R=(X,A, B,D), WHR МХ, В-=(Х,В°, A° ,@), 
i Y (R) = (Xx, B°,A°,@)=(A°,(B°*y)=(A° ,B)=(B,A°) 
G). 

所 以 f 是 同 态 映射 . 

又 定义 f: YN(X) 一 Do, 11 

(A,B) (X. N, 4. Ø), 

EF ЈА, K f 为 同 构 映射 . 

定理 2.5.5 说 明 集 对 表示 方法 是 集 环 表示 方法 的 特殊 情形 . 


参考 文献 


1 Dubois, D. and Prade, H.. Fuzzy Sets and Sys- 
tems. New York, 1980 

2 PRE. 模糊 集 与 集合 套 . 模糊 数学 ，1983; 4: 113—126 

з PRS. 可 列 集合 套 . 模糊 系统 与 数学 ，1991; (5)1: 1 一 6 
4 刘 文 奇 ， 公理 模糊 集合 论 初探 .模糊 系统 与 数学 ，1992; 6( 增 站 
441 — 443 

5 MXT. 模糊 推理 的 数学 原理 . 见 : 模糊 分 析 设 计 的 理论 与 
应 用 ， 第 三 届 全 国 模糊 分 析 设计 学 术 会 议 . 北京 : 中 国 建筑 工业 
出 版 社 , 1993 528 — 533 

6 刘 文 奇 . 模糊 结构 的 扩张 原理 . 中 南 地 区 模糊 数学 与 系统 分 
会 第 二 届 年 会 论文 集 ， WO, 1993: 36—39 

7 MXN. YND 上 的 可 测 结构 .北京 师范 大 学 学 报 (自然 科学 
№), 1995; 31( 增 ): 32 一 38 

8 刘 文 奇 , 集 对 分 析 的 理论 及 应 用 北 师 大 硕士 学 位 论文 ，1995 
9 MIA. 从 Boole 代数 到 一 般 软 代数 的 对 称 扩 张 . 兰州 大 学 学 


49 


报 (自然 科学 版 )，1996; 模糊 专集 : 124—128 

10 XH, PRE. 集合 环 . 模糊 系统 与 数学 ，1997; ПО): 
34—39 

11 PRE. SMBS. 北京 :北京 师范 大 学 出 版 社 ，1987 
12 ЕЖЕ. 模糊 集合 论 及 其 应 用 . 上 海 : 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
1983 

13 Thomas, J.. Set Theory. London: Academic Press, 1978 

14 MX. 不 确定 性 数学 大 纲 . 昆明 :云南 大 学 出 版 社 ，1995 


50 


第 三 章 Fuzzy 集 的 随机 集落 影 表 现 


51 可 测 结构 与 超 可 测 结构 


一 、 可 测 结构 .可 测 函数 与 测度 空间 


EXILI 设 XX 为 非 空 集合 , 003 XHBRER, LE 

F(X), BE 满足 
cb хех 

Q) АЕХ >A EL 

© мтс Aer 
则 称 L 为 关上 的 代数; (X, 2 ) 为 可 测 结构 或 可 测 空间 ); # 
ACE, M AN X HTA. 

s UBA BE VERE ахй R. IS. U Ef fi F 
集 族 . 它 是 直线 RI 上 Bord 集 族 的 一 个 推广 . 换言之 , Borel 集 族 为 
R! 中 的 "代数 . K — ЖОН, E (X. V ) 为 拓扑 空间 , 则 以 开 集 和 闭 
集 作为 对 象 经 过 至 多 可 列 次 或 并 或 交 的 运算 获得 的 集 族 (广义 
Borel 集 族 ) 一 定 是 EM o 代数。 对 此 类 o 代数 , 有 两 个 基本 子 


K G. In F., R NN G,=(A|A = A A., A. 7 }, F,={A|A= 
UA, 4 &. 


KML, o 代数 的 另 一 定义 是 
EXIL I RXHESRA, Y XENA, L 
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S P(X), A LME 
(1) Хех 
(2)' А4, Be T A- BEL 
(3) (A. it A B 4. e L (п=1, 2.) Ae T 
则 称 UA XE IN o 代数 . 
X 312 B(X, У), f. X R!， 若 对 VceR! 
{xlf (x) ce £ (3.1.1) 
则 称 了 为 L- HNA A, ИЖЕ. 
H + > RK. Pr H (3.1.1) HH Hr RN. Ш 
(D {xl f(x)>c}Ez (усек!) 
(2) {хі f@)eB)ex (vBH Е! E- Borel ) 
waz, f 可 测 < (Ber 
#1 3.1.1 X EH H- а ( N) -H NN. 
61 3.1.2 о) c Hf A H (X, L) E L. 可 测 的 。 
#4 3.1.3 X TFN 4 的 示 性 函数 
0 x€A 
1 0-11 x€A 
* L-H NN K & HH AEL. 
可 测 函数 也 称 随 机 变量 (概率 语言 ) , 它 总 是 相对 于 某 可 测 
结构 而 言 的 . 


二 、 超 可 测 结构 与 随机 集 


定义 3.1.3 NX NN. РОЯЛЕ, Av xe X 
及 4SX， 记 
х= {BlxeB} 
A= {xlxeA} 
BU" HA (Y ERS ХМ o-RR М K ( (N), 0 
与 上 的 一 个 超 可 测 结构 (或 超 可 测 空 间 ). 
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超 可 测 结构 也 可 以 按 超 Bord 集 类 方式 予以 构造 ,这 当然 需要 
首先 建立 天 上 的 超 拓扑 结构 (SF (XO), 7%), BAT HEI Borl 
集 族 ,从 而 获得 超 可 测 结构 。 如 果 我 们 已 知 (成 二 为 可 测 空间 (( 瑟 
.9 ) 为 拓扑 空间 )， 如 何 将 这 种 可 测 结构 (拓扑 结构 ) 延伸 到 
FPK LRH ОВЕН) ,这 就 是 所 谓 提升 问题 
同样 的 提升 问题 在 代数 结构 、 序 结构 等 其 他 数学 结构 中 也 是 广泛 
存在 的 。 对 此 , 汪 培 庄 等 人 已 经 做 了 很 多 工作 中。 

定义 3.1.4 (Р(Х), T HHN fc, (Q, F) 为 可 测 空 
Bj, E: G- YH N Dw 

E (V= ole ELES (3.1.2) 
WED X ЕЮ ВИ. 

这 个 定义 是 相当 广泛 的 ,另外 还 有 一 些 比较 窗 的 定义 。 如 先 
tH EH AH, 进而 获得 相应 的 广义 超 Borel 集 族 S, 
然后 将 (3.12) 改 为 : 

wv e , EBES (3.1.3) 

甚至 ,可 以 把 超 Bord 集 族 的 构造 方法 限定 在 某 种 特定 的 提升 
超 拓扑 之 上 ， 从 而 得 到 一 些 更 狭义 的 随机 集 定义 。 比 如 改 (3.1.2) 
为 : 

ЖХ 3.1.4’ M (A. J) D H, (Q, .多 ) 为 可 测 空间 , &: 
Q— F(X), SHV 开 集 G 有 


e (G) = (oe) # ó) e Я (3.1.4) 
则 称 “ 为 随机 集 . 
文献 [2] 中 即 采用 此 种 定义 ,只 是 限定 了 天 上 的 拓扑 为 
度量 拓扑 以 便 作 更 深入 的 研究 . 
>. жа 


R(X, NH. POW XN KA. , © 
3. CMH MEA). 对 任意 BEF (X), іа 


53 


I*(B) = {A€ F, (X)|ASB} 
I,(B) = {4E Fo (XIAN BF Ø} 
显然 有 IS(B)CL(B) в 
-e, 
. (GIG 
X ËB IÑ 39 xf G, GEF, A 
I*(G,(1\G,)=I*(G,)N I*(G2) 
Is(G,U G2) =I. (G Ula (G2) 
故 .FY WHA, 0.0, 对 并 封闭 . 
定义 3.1.5 以 .IY 为 基 的 拓扑 为 超 空间 A(X) 上 的 上 超 拓 
扑 , 记 为 .9. ; US, 为 子 基 的 拓扑 称 为 超 空间 .,(X) 上 的 下 超 
拓扑 , 记 为 .F ;以 
ZU 
为 子 基 的 拓扑 称 为 超 空 间 .元 ,CO 上 的 Vietoris 拓扑 , 记 为 .9 . 
车 对 G, G2, , Ge Z, в 


цб, =, G)= (ae FOIE UG, ANG#D 


(i=1, 2, =, n)) 
W Vietoris 拓扑 是 以 .多 *= {I (Gp, GIG EZ n>1, i=1, 
2, , n) AFH BSF. 

Vietoris 拓扑 是 由 .9 BA KA A, (X) 上 的 一 种 很 强 的 拓 
扑 。 从 理论 上 讲 , 由 于 方式 不 同 , 经 过 对 底 拓 扑 .9 提升 可 以 获得 
NH F(X) EM BHF (参见 [1], 99 ~100) ，Vietoris 拓扑 即 为 其 
中 的 7. l. 

由 .9. KIR с fin o .), ( (X), YAX 
上 的 Vietoris 超 拓 扑 可 测 结构 , o( 9.) ЖЖ Vietoris 广义 超 Borel 
集 族 。 在 这 种 集 族 基础 上 定义 的 随机 集 即 为 (3.1.4). 
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$2 ”随机 集 的 落 影 


定义 3.21 设 (Q .9 ) 为 可 测 空间 ，m: Я — [0, II 
(D m(X)=1 


© (AS FHA NA St mt A= Ўта) 


Ш ту. FS LARRMERRE, (Q, F, m) 为 概率 空间 . 
定义 3.21 N X EKR. (A(X), У) 为 超 可 测 结 
W, (Q, Y m) 为 概率 空间 ， 上 Q 一 (了 为 随机 集 ， 定 义 
Ac9=mfale(o)ax} (3.2.1) 
# OW ¿ RB (RAR. ICA CQ). # X WIT Fuz- 
zy F 集 的 隶属 度 函 数 AGO) = n,(2, 则 称 上 为 4 的 云 ,4 为 上 的 落 
影 Fuzzy N (或 落 影 ) . 
BR E(x) =m{alé () € x} (3.2.2) 


x 


t H 3.2.1 
X 3.2.2 ROAM), TT) (9, CF) ABTA, 
£ = F(X), n: A> F (Y) ABM, ia 


ре. 00 У) = т{ојё(о)э х, n(w) > y} (3.2.3) 
称 之 为 £ 与 #1 的 联合 落 影 ; MO , W 
Ba, (1х) m. (o) y |š(@)ə x) (3.2.4) 


称 n, (yl|x) H п E хес, ЕЕ. 
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定义 3.2.3 RC A(X), LFE). (CACY), CF) Ни 
H, E: N- Y, то. (Y) ANE, AMV Cie L (i- l, 
2) 均 有 
m (e (o) C., n(@)EC,} 
=т{о|(0)еС,} - m LME oe C. (3.2.5) 
DDD 
命题 321 & UD 
Не, „x, у)= u(x) г и, (х) (3.2.6) 
给 定义 上 的 Fuzzy FÈ 4， 可 以 有 无 限 多 个 云 以 它 为 落 影 ， 
这 就 要 从 一 类 云 中 寻找 一 个 云 作 代表 , 通常 取 所 谓 截 云 , 它 是 这 样 
一 个 随机 集 ¿ [0, 1] 一 A(X), 1-4. (其 中 0, II 上 的 АЖ 
为 Borel AR). 
定义 324 设 ([0, II. Si, p) 为 概率 空间 , 若 p 满足 : 
VA. BEZ, 
p(A x[0, 1])=m(A), p([0, 1] x B)=m(B) 
СЕН ([0, II. Bo, m) 为 概率 空间 ) 则 称 p 为 [0, 二 中 的 联合 尺度 
分 布 . 
显然 联合 尺度 分 布 为 边际 分 布 。 常 用 的 联合 尺度 分 布 可 用 密 
度 函 数 为 


(a) p(x, 9-00 5 
(b) p(x у 3 
(©) р 900 er ys! 


ЖМЖ. (а). (b) 和 (c) 依次 称 为 正 变型 、 反 变型 和 独立 型 。 
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(a) (b) (с) 
# 3.2.2 
X 3.2.5 设 ([0, 1, Si, p) 为 概率 空间 ,p 为 联合 尺度 分 
h. (F(X), НИМ, A, BEF (X) (9 (X) 3 X 
的 Fuzzy N), = Хал 
E: [0, IP > A(X), (4, 1) — A, (3.2.7) 
п: (0, 12? > A(X), (A, р) — B, (3.2.8) 
ЖЕНА A. ВИ RRA. 
定义 3.2.6 х} (3.2.7) # (3.2.8) 所 定义 的 随机 集 定义 并 Un 


#156 ¿nn 如 下 : 
(€Un) (Чьи) E.) От.) (3.2.9) 
(E d. A) . u). u) (3.2.10) 


TR ¿Un, ¿nn th H $U E. ям 
¿Un: [0, IP > A(X), (A. u) - A,UB, (3.2.11) 
en: (0, 12 + A(X), (. u) +A, NB, (3.2.12) 
定义 3.27 KA, Be F(X), H H E, n SE X (3.2.7) M 
(32.8), EUn A ENn 的 定义 如 (3.2.9) M (3.2.10), K ¿Un 的 落 影 
为 4 与 BB 的 并 , 记 为 4UB; 称 E Я AS BIN, ЕЯ 
ANB. 
命题 322 4UB 和 4n 好 的 隶属 度 函 数 公 式 为 
(AUB) (х) =, DIEU MA вех} 
=p{Q, u)|x€A,UB,) | 
(A4NB)(x)=p{(4, AAB, 
下 面 的 图 3.2.3 可 以 带 助 我 们 理解 (3.2.13) 式 . 


(3.2.13) 
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МЖ (A(x), BO) 为 中 心 ,将 
(0, 于 分 为 四 个 区 域 (图 3.2.4)， 
[0.1” 并 依次 记 为 El Ep Ey Е; 
Е, = [0,4(х)] х [0,B(x)] 
Е,= [0,4(х)] х [B(x),1] 
E,=[A(x), II х IO, B(x)] 
E,=[A(x),1] х [В(х),1] 
图 3.2.3 相应 的 u 依次 属 [b, cl“. [c, а]. 
ld, а]. [b, 4]. 由 此 可 见 : xe. U B. HN A (5, t)eE,UE, 
UE; хеА, B. 5 HN A (s, t)eE,。 所 以 我 们 有 
定理 3.2.1 WA. Be (Y), REX 3.2.71 H Fuz- 


zy 集运 算 可 由 下 式 表达 
AU B(x) = p(E, UE,UE,) (3.2.14) 
A(\B(x) = p(E,) (3.2.15) 


EN xB a, MÜ y E b” 这 
样 的 推理 句 , 涉及 两 个 不 同 的 变 
元 x 和 y, 它 们 可 以 分 别 属于 两 个 
不 同 的 论 域 羡 与 Y， 因 而 是 一 个 
二 元 谓词 , ig h (а(х) — (b (y). 
ЕВА Xx Y HFS Fuzzy 
FR, ЧИЖ XB 9 * 
32.4 系 或 Fuzzy KK. 
Ga, b 所 表示 的 概念 都 是 确切 的 , 则 此 推理 句 为 普通 推理 
句 , 其 真 域 为 集合 REP (Xx Y), A 
R={(x, у) | (a(x)) — (b(y)) 对 (x, y) 真 } 
={(x, y) | (a) 3} x £. B (b) xt y £.) U[(x, y) (а) 
对 x 假 } 
= (x, y)lxeP B yeg]U((x, y)|xeP°) 
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=(PxQ)U (Р*х Y) (3.2.16) 
(其 中 忆 2 分 别 为 (a) 和 (b) 的 真 域 ) 。 尺 的 形状 如 工 字 形 。 现 在 
将 考虑 将 它 扩展 为 一 个 Fuzzy 关系 , 仍 采用 上 述 方法 , 即 分 别 将 
P. Q 提 到 “天 上 ”考虑 它们 的 云 ,对 于 固定 的 weQ, 它们 是 两 个 普 
通 集合 ， 按 (3.2.16) 得 到 一 个 工 字形 集合 , 当 o 变动 时 , 就 形成 一 
个 随机 集 ,然后 再 让 它 落 下 来 ,得 到 XxY 上 的 一 个 Fuzzy . 
是 一 个 Fuzzy 关系 ,也 就 是 我 们 寻求 的 Fuzzy 推理 关系 。 

Pe ¥(X), QE F(Y), 
En DIRE P. 8 的 截 云 ,可 以 
视 为 概率 空间 (o, IF. Zi, p) E 
的 随机 集 (其 中 p 为 给 定 联合 尺 
度 分 布 ). 

即 


č: [o, 1р = F(x) 
图 3.2.5 (4, u) Р, 
n: [0, IP > F(Y) 
(A, p> Q, 
定义 
e n: lo, 1р > A(K* Y) 
(4, и) == (P, x Q,)U(P; x Y) (3.2.17) 
BM En 为 随机 集 . 
定义 3.28 И Pe (X), QEF (Y), Fuzzy AMX (P(X) 
— (QQ) 的 推理 关系 可 定义 为 随机 集 £ 一 ПН: 
= 0) (х у)=р((, WIG, y)e(¿ — n) (А, и) (3.2.18) 
定义 的 含义 可 参考 图 3.2.5. 
容易 证 明 : 
定理 3.22 i Pe (X), Se (r). М Fuzzy 推理 关系 
的 隶属 度 函数 可 按 下 式 来 计算 : 
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(Р — Q)(x, у) = p(E,U E, UE,) (3.2.19) 
根据 ([0, 1р, Bi, p) 中 联合 尺度 分 布 的 不 同 取 法 , 可 以 获得 
(3.2.14). (3.2.15) # (3.2.19) 的 不 同 具体 形式 .以 正 变型 . 反 变型 
和 独立 型 为 例 , 可 以 获得 如 下 具体 形式 . 
定理 3.2.3 ША, B. Pe F(X). QEF (Y), p HEMKE 
尺度 分 布 , 则 (3.2.14), (3.2.15) 和 (3.2.19) 式 具体 化 为 
(AUB) (x) =max(A(x), B(x)) (3.2.20) 
(АПВ) (x) =min(A(x), B(x)) (3.2.21) 
(P — Q)(x, y)=min(1— P(x)+Q(y), 1) (3.2.22) 
证 明 如 图 3.2.6 所 示 , E, E, Е» E. 的 划分 与 对 角 线 的 相 
TEETAR (a), (mira. 


图 3.2.6 


由 于 p 全 部 集中 在 对 角 线 上 , 在 (a) 的 情形 下 ,有 
P(E,U Е) E.) = p(AC) = A(x) 
р(Е)= p(AB)= B(x) 
p(E, UE; UE,) = p( AB) + p(CD) = Q(y) + 1—P(x) 
在 情形 (b) 下 , 有 
p(E,U E,UE,)= p(AF)= B(x) 
Р(Е,) = p(AE) = A(x) 
p(E U E,UE,)= p(AD)=1 
注意 情形 (a)、(b) 是 依 409 > ВО (РО > Oy) 及 AW < 
BRP) <Q(y) 2 HS, i ik; sz BD 48 (3.2.20) (3.2.21) A (3.222). 
(3.2.20). (3.2.21) 和 (3.2.22) 分 别 为 Zadeh № H. 交 运 算 和 
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Lukasiewiez 推理 关系 式 .。 
定理 3.24 K A. B. PS A (х), Ce (D, p 为 反 变型 联合 
尺度 分 布 , 则 (3.2.14). (3.2.15) A (3.2.19) 式 具体 化 为 


(AUB) (х) =min (A(x) + B(x) 1) (3.2.23) 
(АПВ) (х) =max(A(x) + B(x)— 1, 0) (3.2.24) 
(Р +0) (х, y)=max(1 — P(x), Q(y)) (3.2.25) 


它们 分 别 为 有 界 和 、 差 运算 及 Zadeh 的 推理 关系 . 
定理 325 WA B. PEF(X), 06.9 (Ү), Y 
合 尺度 分 布 , 则 (3.2.14). (3.2.15) (3.2.19) 式 具体 化 为 


(AUB) (x) = A(x) + B(x) — А(х)В() (3.2.26) 
(4N B)(x) = A(x)B(x) (3.2.27) 
(Р +0) (х, y)= 1 — Р(х) + P(x)Q (y) (3.2.28) 


它们 是 概率 和 、 概 率 积 及 概率 型 推理 关系 。 

定理 324 及 定理 3.2.5 的 证 明 与 定理 3.2.3 的 证 明 相 类 似 . 

4 与 的 大 小 分 别 表示 我 们 在 度量 参与 运算 的 两 个 Fuzzy ж 
的 范围 时 所 采取 的 松紧 尺度 。4 低 、 4, 大 ,表示 我 们 对 4 的 变量 尺 
度 放 宽 ,反之 则 表示 卡 严 ,4 的 情况 也 类 似 。 正 变型 表示 我 们 对 二 
者 的 宽 严 程度 量 同 步 的 ; 反 变型 表示 我 们 对 二 者 的 宽 严 程度 量 反 
位 的 , 即 一 个 从 严 时 另 一 个 从 宽 , 一 个 从 宽 时 另 一 个 从 严 ; 独立 型 
则 表示 二 者 的 宽 严 程度 是 均匀 搭配 的 .一 般 地 说 , 对 于 正 相 关 的 
两 个 概念 , 比如 “ 身 强 "与 “ 力 壮 ", 应 当 取 正 变型 联合 尺度 分 布 ; 
对 反 相 关 的 两 个 概念 , 比如 “健康 ”与 “虚弱 ”, 应 取 反 变型 联合 尺 
度 分 布 ; 对 相对 独立 的 两 个 概念 , 则 应 取 独 立 型 联合 尺度 分 布 。 
ЖЕ А) =1- д) 的 定义 下 ,计算 4U4 时 ,应 取 反 变型 ,这 样 会 
Ж AUA =X B ANA = HAR. 
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$3 集合 套 的 落 影 


定义 33.1 BW, II, .多 ?, 7p) 为 概率 空间 ，p 为 正 变型 联 
ERREDH, (P(X), НЯ, H, НЕ , 定义 
En,: [0, IP ~ F(X), (4, и) — Hi (3.3.1) 
En,: [0, IP > A(X), (А, в) > НФ (3.3.2) 
为 随机 集 , 称 ca 和 Ca, PB H, Al H, f ROLE. 
定理 33.1 Wt, ЖА HCH (OUT ЕЖЕ, WE, 
的 落 影 函 数 为 
By, (x) = T(H)(x) (3.3.3) 
证 明 由 落 影 函数 的 定义 
ut, &) =, n)|xeH(2)) 
又 因为 对 v4e[0, 1), 有 
T(H),S HO) SHH), 
所 以 
(. ) e MDI SCU HDS. H TH). 
而 { (2,2) IxET(H),} Sí (4,4) |xeT(H), } 
只 差 一 个 端点 ,由 几何 概率 知 
. xe TH); = р{(4, A TH). 
再 由 概率 的 单调 性 知 д, (х) = T(H)(x). 
定理 3.3.2 设 ([0, 1P, Si, p) 为 概率 空间 ,p 为 正 变型 联 
ERED, (. ИМЕН, H. Н,е Y, Mi 
机 集 Eq, 和 Ey, 的 定义 如 (3.3.0 和 (3.3.2) ， 进 一 步 定义 
Ču U En,: [0, 1 > A(X). (A, р) H.) UH,(u) 
Šu, N ča; 10, 1? — A(X). (4, р) H.) NHL) 


Hea yy ba, (x) = Иры (x) = max (m (x), Hin (N)) 
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=max(T(H,)(x), Т(Н,)(х)) = Т(Н,ОН,)(х) (3.3.4) 
lies, ge. Од А ео, (X) = min (ие, (х), 1, 0D) 
= тіп (T(H,)(x), TH) ) = H, MH) (3.3.5) 
证 明 由 表现 定理 与 上 述 定理 3.3.1 立即 可 知 
pos) “TEU HD) (TUTE 
= шах(Т(Н,)(х),Т(Н,)(х)) = max C, G. Aci, (х)). 
往 证 р a, U en, (x) =max(x,, (x), Hy, (x))- 


9 zr(H)GO 1 T(H)(z) 
@ T(H,)G) > TH) © NO < T(H,)(2) 
图 3.3.1 


由 于 passa () N, n)|xeB,Q)UH,(u)) = P(A, и) 
xeH,()) UL, 0H. 0) 
X {0, WlxeT(H)} S (Q, 1) lx e H.)] S (. и) 
x€T(H,),} 

Са, »)|xeTGH,),} S (, 10 lx e E,(u)) S {0, 10 

xeT (Hz),) 
ж (. 1) e NH] U (Q, wlxeT(H) A) S (0, и) 
xeH,Q))U {(4, p) e H, S. lx s THK) JUL, и) 
x€T(H,),} 

. 1 kn, bea, (х) Y, plxeT(H), }U {GQ, Alf, 

=p(E,U E,U E) 
(a), 两 种 情况 有 
H ta, ven, (x) = max (N, (x), о, (х)) 
类 似 地 可 证 (3.3.5) 式 . 
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上 述 两 个 定理 说 明 , Ч p 取 正 变型 联合 尺度 分 布 的 情况 下 , 把 
一 个 Fuzzy 集 视 为 某 个 随机 集 的 落 影 和 视 为 某 个 集合 套 互 的 象 
ТН)= U АНД) ES. 

24e[ 0, 1] 


$4 ЖИ 


一 、Fuzzy 统计 


UAB BYR Fuzzy 数学 的 基石 ,如 何 确定 它 是 一 个 重要 问 
题 .。 张 南 纶 等 就 "年青 人 ”这 一 概念 在 年 龄 轴 了 上 对 隶属 度 进行 
了 统计 试验 , 发 现 这 种 覆盖 频率 具有 很 好 的 稳定 性 . 之 后 , SRE 
等 人 提出 了 更 精细 的 统计 试验 模型 。 这 些 模型 都 是 以 求 Fuzzy 集 
的 隶属 度 函 数 为 目的 的 , 故 称 为 Fuzzy 统计 . 它 是 通过 某 个 随机 
集 的 重复 实现 来 确定 其 落 影 函数 (В Fuzzy # ft; st РЖ f 
一 般 来 讲 ,说 集 值 统计 显得 更 为 广泛 一 些 , 其 落 影 估计 结果 也 未 必 
解释 为 Fuzzy R. 集 值 统计 的 根本 任务 是 对 其 落 影 进行 估计 与 扒 
M. 

集 值 统 计 的 每 一 个 试验 的 结果 是 基本 空间 X( 样 本 空间 为 
:多 (X)) 的 一 个 子 集 ,这 与 传统 的 数理 统计 有 着 根本 的 差别 .传统 
的 数理 统计 以 估计 某 事 件 4(X 的 一 个 子 集 ) 的 概率 为 目的 , 因此 
4 确定 (“ 圈 图 固定 ”) 而 每 个 样本 都 是 区 中 的 一 些 点 ,它们 相对 于 
4 来 讲 是 因 试 验 而 变 的 (“点 子 在 变 ")。 最终 以 样本 中 落 人 A 的 
点 的 比率 (频率 ) 作 为 4 的 概率 的 估计 值 .在 集 值 统计 中 , 为 了 确 
定 革 中 某 个 定点 x(“ 点 子 固定 ”) 处 的 落 影 函数 值 ,而 每 个 样本 是 
的 一 些 子 集 , 它们 相对 于 x 来 讲 是 因 试 验 而 变 的 (“ 轿 圈 在 变 ”) ,最 
终 以 样本 中 套 住 x 的 集合 的 比率 (频率 ) 作 为 x 的 落 影 函数 值 . 

从 严格 意义 讲 , ЖЗ, BAR ВЕ x BEF (X) f & 
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个 子 集 即 可 清楚 这 一 点 。 实 际 上 , RAS 
x={AlxeA € X} 
即 可 将 集 值 统计 化 为 传统 统计 。 
BE Q — HH (其 中 超 可 测 结构 为 (. 和 00， 
L*), 对 上 进行 m 次 独立 观测 , 获得 样本 


‘Eis Ez. Ge (3.4.1) 
每 一 个 (1 <i<n) жания. 我 们 定义 

Ew 1 EE) (3.4.2) 
称 之 为 上 对 x 的 覆盖 频率 . 


定理 3.4.1 ( 落 影 大 数 定理 ) 设 随机 集 序列 {&,}”， 是 独立 
同 分 布 的 且 u, (x) = р(х), N 
Elx, o) p(x) a-e. (n+ ә) (3.4.3) 
证 明 对 任意 xeX, id E (o = (0), М EG=1,2,--, 
п, % 为 一 组 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,上 且 具有 数学 期 望 


Е(6:) -| €,(@)(x)p(w)dw 


-| р(о)іо = ріо|хеё, (o)) = () 
ben 


H Kolmogorov 大 数 定理 知 
S. () > wx) a- e. (п = ©), 
定理 3.4.2 设 (X, T) HN H, ту EHE MN, e: 
Q 一 多 (2) 为 随机 集 , 记 
500 u (x)dm (3.4.4) 
Ж 34 m(¿) 为 Z- 可 测 时 有 
т(6)=Е(т (()). (3.4.5) 
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证 明 利用 Fubini 定理 
O= udn leech d одвода 


-| d X(x, o)do)dm -Í d X(x, w)dm)dw 
x a Q x 


-| m(¿(o) do = E(m(2)). 
° 


下 列 定理 反映 了 随机 集落 影 与 随机 变量 分 布 之 间 的 联系 。 

2343 RX={x,, x, , X., )], > = F (X), m(A) 
表示 A ch ii N NUN. č: A+ Я (x) N @) HMM, M Ew) 
几乎 处 处 为 单 点 集 的 充 要 条 件 为 南 (6)=1; 此 时 ,对 Vk 

U(X) = p [o| (о) = {х,}} (3.4.6) 

ШЕЯ 记 A={wlm(E(wm))=1}. 由 于 < 不 取 空 集 , 故 A 
{о |т(@(0)) > 2}. 

车 Uo) 几乎 处 处 为 单 点 集 , 则 pA )=0, 从 而 


m(¿)= [ m(¢(@))do + fim (¢(@))do 
= | сово) 
RZ, Rm(E)=1. BH pA )>0, 那么 
m(2) = «сов + [соно 
| 2 p(A)+2p(A‘ )=1 + p(A‘)>1 
ЖИ! KA (A) -O, M y (A) -I. Ж mO=1. 前 部 分 证 毕 ! 


М P(A: )=0 时 ,有 
u (x,) = р{о|х,её(0о))} = pe (o) {x,}} + PCAN 


{о|х,е2(0))) p (le) = (x,))- 
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第 四 章 ” 软 代数 的 表示 定理 


前 面 我 们 已 经 基本 介绍 了 作为 特殊 的 软 代数 系统 的 Fuzzy 每 
BREF (XU, Вик. 现在, 我们 来 研究 一 
下 一 般 的 软 代数 系统 的 表示 问题 . 


$1 几 个 基本 概念 


一 、 理 想 


EX 41.1 N (L. V. V, ASI. AME: 
(1) a, БЕА>а\УЬЕА 
(2) аеА H x<a>xEA 
则 称 A 为 工 的 一 个 理想 . 若 4 除 (1) 和 (2) 外 还 满足 
(3) a 人 beA=>a eA4 或 be4， 则 称 4 为 工 的 一 个 素 理想 。 
为 方便 起 见 ， 记 二 的 全 部 理想 所 成 之 集 为 Id(D， 全 部 素 理 
AH 2. A Id (L). 
X 412 (I. V. DABCL, # BME 
(1) а, beB=aAbeB 
(2) аєВ H y>a>yeB 
WK BY L fj - (Ен). BEA DIEN E 
(3) ауБєВ=>аєВ з beg 
则 称 B 为 工 的 一 个 素 滤 ( 素 对偶 理 想 ). 
我 们 记 工 的 所 有 滤 所 成 之 集 为 Fit (L), 所 有 素 滤 所 成 之 集 为 
Filt (L). 
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显然 可 知 工 本 身 既 是 二 的 理想 又 是 滤 , 我 们 称 之 为 平凡 理想 
(UE). 二 作为 自己 的 理想 和 滤 都 不 是 素 的 .。 若 工 的 一 个 理想 
(或 滤 ) 是 非 平 凡 的 , 则 称 之 为 真理 想 (或 真 滤 ) . 

定理 4.11 设 (L,V, 八 ) 为 格 , 则 下 列 命 题 为 真 : 

(D 4 为 工 的 理想 当 且 仅 当 4 满足 

a be A <> аеАН БЕА 

(2) BA LMMUSAR4 BME 

aAbeB <> аеВ H beA 

3) 4 为 工 的 子 格 ,那么 4 为 工 的 理想 当 且 仅 当 

аеА, beL=aAb€A 

(4) B 为 工 的 子 格 ,那么 B 为 工 的 滤 当 且 仅 当 

аеВ, be S VBE 

(5) 工 的 任意 多 个 理想 (18) 2 26429 ГВ (№). 

证 明 (1) 设 4 是 理想 . abe A, WHF aSavb B b< 
aVb, K a e H bed. 反之 车 ae4 B b eA， 由 定义 41.1 可 知 
aVbed. 

设 4 满足 性 质 

aVbeA <> аєА В bed. 

# ae4 且 x<a, Wav x=aeAh, 于 是 xe4. 因 此 , 4 是 理想 。 

(2) (fk. 

(3) 设 4 为 工 的 子 格 . Ж 4 HBB, ae, beL, f 
a Ab <a, N aN A. 反之 ,车 А 满足 : “aca В bel 
a 人 beA”. ЖАХУ х<а, H х=хлаеА. 所 以 4 为 理想 . 

(4) @ (30) Е. 

(5) 设 4,(tET) 为 理想 . Ha, be N a, 则 对 V teT, a, 


ЬЕА,. М A. (te T) HBB, HU aV be A,(t€ T), AM aV b e 
A. # aena, Нх<а, 则 对 一 切 teT, ae4,. XA. (tET) HH 
te 


ет 
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. NX SA. (te T), АМ xe Ae 


X 4.1.3 M (L. V. V, ЭЯЖКЖ, ACL, K A= 
(d e A N A. 

定理 4.1.2 M (L. V., °) K NK. N 4 为 理想 当 且 
NA A Hw. 

证 明 设 4 为 理想 . Ha, be A', Ща‘, b'ea, Mm a° Vb 
(ah) eA, N a NSA“. F ae! H a<Sy, WT y <а В 
acA, Ne, MH yea". Ast, А’. 

N At‘ K. Жа, be A, M a, Ьє4*, АМ а Ab° = (ау 
b) e, НМ AV be A. A acd H х<а, Na eA! B а <x‘, 
Am x eA Ш xeA. 所 以 4 为 理想 . 

定义 4.1.4 设 互 为 格 工 的 任意 子 集 ， 称 包含 玖 的 最 小 理 
想 ( 最 小 滤 ) 为 由 五 生成 的 理想 OE), 记 为 (H]( 相 应 地 [有 H)), 特 
3133 Н= {а} (a = (a |([ а), Жо (Е), вр 
的 全 体 主 理想 所 成 之 集 为 L*. 

命题 4L1 H KRAN (N) f AHA H HAN (08) 
ZK. 

命题 41.2 (aq] = (xlxe L, x<a}, la) = {х|хе1, а<х}. 

命题 413 лужам A 为 工 的 素 滤 . 

ЗЕЯ 设 4 为 工 的 素 理想 . 车 a,be4“, {Н алЬєд, MJ 
由 4 为 素 理 想 知 ae4 N Бед, TAI HI 

a, be A° =aA b€ A° 
№ ae4*,，a<y 但 ysE4， 则 有 acA, WFA! 
故 aeA, ac e :- 

#1 aVbeA‘ {В а, he A, WaVbeA, FE! 所 以 

aV bEA =a e & be A° 
综 上 所 述 ,4* HRB. 反之 类 证 . 
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命题 41.4 设 (L,V, 八 ,“)， 那么 4 为 工 的 京 理想 当 且 仅 当 
A RR. 
证 明 设 4 为 素 理想 . Ha, be45 Ма‘, БА, Mili (a A b) 
=a° Vb*°€A, Bl aAb6A:. 
# acA Ha S, Ё а eA Н у< а, MH y' e A, В 
yeEA’. 
若 ау beA', М (aV b) ° = Nb eA, Mii a eA 或 
bred, BD ae4 T be A-. 
所 以 A RR. 反之 类 证 . 
X 4.15 设 (L,V, 八 ,“) 为 软 代数 ,4 为 工 的 一 个 素 理想 且 
其 满足 
ae A 
WH 4 为 了 的 一 个 强 素 理 想 . 工 的 全 部 强 素 理 想 所 成 之 集 记 为 
Id, (L). 
定义 41.6 设 (L,V, 八 ,“) 为 软 代 数 ,B 为 工 的 一 个 素 滤 且 其 
满足 
аєВ=>а $B 
则 称 BY L NAK. 工 的 全 部 强 豪 滤 所 成 之 集 记 为 Filt, (L). 
我 们 有 如 下 命题 
ВМ 415 (L, V. A, KR. 则 
(1) 4є14(1) B 164 @@ A= L 
(2) BeFilt(L) H 084 => B= L 
(3) # 414 (1), М A€ld,,(L) HNA ANA =Ø 
(4) 车 BeFilt,(L), № BeFilt,,(L) HNA ВП B' = ó 
(5) 1d, Fit,) =Ø 
(6) Aeld,,(L)> A'S A° 
(7) BeFilt,, (L)= B* © B° 
EA (1)— (4) 显 然 成 立 . 
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(5)# AEld(L)NFilt (L), Я A= L. 事实 上 ,由 Aeld(L) 
я 064. 又 对 YaeL， 因 a>0, НА, Maca. 所 以 
4 = 上 L。 由 此 可 知 Id L) Fil L) =(L), X LEI, (L), M Id, L) 
NFilt,,(D)=%. 

(6) 设 Aeld,,(L). # хед", М x€A. 由 于 Aeld,,(L), 
Ж ХЕА, Bl xea, MH A СА. 

(7) 60 (60 HH. 


K 4.1.1: M L=(0, 1], М, 4) KAR 而 
[0, 0.6) 为 理想 、 素 理想 而 非 强 素 理想 . 
二 、 格 和 软 代 数 的 同 态 与 同 构 、 格 表示 


定义 417 (L., Vi, A) M (L., V, N2) VH, 0: LL. 
若 0 满足 

(1) 0(a У.Б) = 0(a) V, 0(b) 
WH 0 Y L, 到 L, HHRMA; 

车 8 满足 

(2) 6(aA,b) = 0(a)A, 0(b) 
则 称 6 Г, 到 L, 的 交 同 态 ; 

车 0 满足 

(3) a<b=0(a)<0(b) 
则 称 6 Г, BL, ВМ. 

车 9 满足 (1) 和 (2) WK 9 为 L, A L, HHA, RH OW L, 
在 工 ,中 的 一 个 同 态 表示 . 

车 9 为 LL 到 工 ,的 格 同 态 且 是 单 满 ( 即 1 一 1 对 应 ), 则 称 9 为 工 
到 工 ,的 格 同 构 , 或 称 0 39 L, 的 按 工 的 同 构 表示 ; 若 存在 格 同 构 
0: I. — I., M Li E L. HA, h L II. K 0⁄4 LAL, 
的 序 同 态 且 9 是 单 满 的 ， 则 称 Ө 为 序 同 构 。 若 存在 序 同 构 0: 
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L, 一 上 ,, M L, 与 L. HH NN. 

4.3 (L. M. ^), (L,V,,A.) H. N 

(1) # 8 为 并 同 态 , 则 0 FH: 

(2) 9 是 序 同 构 <=> 0 是 并 同 构 <=> 0 是 交 同 构 <> 0 是 
格 同 构 . 

证 明 (1) K 8 为 并 同 态 且 asb， 由 于 aVb=b， 所 以 
Ө(а\,Б)= 60), EP % V, 6(b)=6(b), K 60 ). 

(2) 若 0 为 序 同 构 。 由 于 a<avb 且 b<aVb, 故 06a)<0(av, 
b) B Ch f V, b). 从 而 0(a) V+ 00) <0(aV, b). 由 于 6 为 单 满 
射 ， 故 存在 c K O(c) = 6а) D. Х O@)<A0 H bA, # 
a<c H b<c Ai a V,b<c. r HN OV, Ь)<0(с). 综 上 所 述 知 
Ba V,b)=6(a) М, 06), 又 9 为 单 满 射 ， 故 9 为 并 同 构 . 

若 9 为 并 同 构 ， 则 由 (1) 可 知 0 为 序 同 构 。 

设 8 为 序 同 构 。 由 于 aA,b<Sa B an b, & G Nh 6а) 
H 6а ^,Ь)<00), FLA O(a A ,b)<O@A.0(b). 另 一 方面 ， 由 于 9 
为 单 满 射 , 故 存在 c 使 0(O)=8(a) 八 ,9(b), A Ө(с)<0(а) H ). 
A с<а H с<Ь, Mc ^,Ь, Mili GO S0G b. 综合 知 ，0(a 
A,b)=0(a) As0(), ED 9 为 交 同 态 。 又 9 为 单 满 射 ,所 以 0 为 交 同 
构 . 

设 9 为 交 同 构 。 因 为 当 a<b 时 , a 和 ,b=a 即 可 有 0(a 人 ib)=0 (а) 
八 8(b)=0(a)， 从 而 0(a) S0@), E 8 为 序 同 构 . 

综 上 所 述 ， 立 即 得 0 为 序 同 构 <=> 0 为 格 同 构 . 

定理 4.14 #(L, V, ^n ) H (L, M., Na, ) KN. 0: 
Li- L. NE 

o(a“) = (oa)) 

МОЖЕ HN 0 39 36 Ej 25. 

证 明 ta, beL В Ө 5:812, М 

0(aAb)=0((a*)*'A (b *)) =0((а% Vb“) *) 


73 


=[0(a V b°')] = ((0(a))*V (0(b)) °) 
= ((6(a)A 6(6))*) “= 0(a)A0(b) 
所 以 0 为 交 同 态 。 类 似 可 证 ， 当 Ө 为 交 同 态 时 必 为 并 同 态 。 
为 此 ,我 们 定义 
定义 418 (I, ViA, H (L, V, Ar, PHARA, 6. 
L> L, 若 8 满 足 
(1) O(a Vv,b)=0(a) № 05) 
(2) Gar) = [6(a)]* 
则 称 6 为 L AL. ЮКИ; FORMA, UH OKA 
RH: 若 9 为 软 代数 同 态 且 为 单 满 射 ， 则 称 9 2 L, 5 L,2 им 
软 代数 同 构 ; 车 L. E L Z. fl A KN N H . M Li SLA 
构 , ая L, @ L.. 
定义 419 (LV, YH. Id 中 定义 
V*: AV*B=(AUB, 
. AA*B=(A()B] 

在 Filt(L) 中 定义 

Va: A Ve В =[AUB) 

N АЛ» BAA 

定理 415 d., V. V. М (Ма), V* AS) E (Fik(D,Vs, 
NN . 

定理 显然 成 立 . 

28416 (У, Лл) К, А, BeEld(L), N 

AVB = {ау |аєА, beB} 
AA*B = {аль ae A, beg). 

证 明 ” 先 证 第 一 个 等 式 . 设 W=(x|x SaVb 对 某 个 ae A, 
beg]. 显然 4UBSW. 如果 xVyeW， 则 存在 aeA, beg 
xVy<aVb, Amr FK a€A, beg MH x<xVy<Savb, y<xv 
y<avb, Bl xew H yew. RZ, A xeW Н yew, МЕ 
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K a", b', а", b" i x<dVb', yr, Kill xVy<(gd vb" v 
( Ь") = (ауа) УБ") B dva'eA, b'V b”“eB, МЫ 
xVyeW. H EBE 4.1.1 知 WHEE. 因此 
AV*B=(AUB]S W. 
X I L H AUB S I, MN SI. & (AU Bl W. 
显然 {aVblaeA, БЕВ} CW. -H, A xew, WH 
在 a€A, beg H xSaVb. 又 工 为 分 配 格 ， 故 
x= xA(aVb)=(xAa)V(xAb) 
而 ao'=xAae4 (…… xAa<Sa)B b'=xAbeB, WHE a EA, 
b'eB й x=a'Vb'. 所 以 xe{aVb|aeA, beB). Ш 
W Є {av b|aeA, beg) 
Alt, AV*B=(AUB]={avb|aeA, be B). 

往 证 第 二 式 . BR, АЛ*В=АПВ. #xEANB, W 
x€A H хєВ, X x=xAx, Ж хе{ал БјаєА, beB}. 反 之 , F 
xe{a 人 blaeA, beg], MH аєд. beg і х= b. M x<a 
H х<Ь, BD xe4 Н xeB. Hf N {ал blae A, bepB) SA NB. 

AA*B=(AnB]=Añ0B=(aAb|aeA, beg] 

4.1.7 设 (L,V, 八 ) 为 分 配 格 ， 则 

(a]V*(b]=(avb|] (а) A*(b]=(aA b] 

证 明 F (а] V*(b] 为 理想 ， 且 ae(a]V*(b], be(a] V* 
(Ь], #avVbe(a]V*(b], Nm (aV b] (a]V*(b]. RZ ,#xe(a] 
V*(b], М x<cvd H ce(a], de(b], K X C ab. 所 以 
xe(aVb]. 8 (al V*(b]E (a vb]. 

综 上 所 述 ，(c]V*(b]=(cVD]*。 

第 二 式 仿 证 . 

由 定理 4.1.7 可 知 

推论 411 (L, V., V (ИІ), М, A*) HTH. 
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#0412 Ф: L- Lt, а-- а УЖ. 

有 时 ,我 们 称 (Id( 工 ),V*, A*) (L. V, Л) AH. (L“, 
V*, л) ( 卫 ,V , 八 ) 的 主 理想 格 . 

定理 4.1.7 并 不 意味 着 工 可 表示 为 其 短 集 格 的 子 格 ,这 是 因为 
一 般 

(a]V *(b]# а. 

定理 4.1.8 HOL- L H MH NHL. AKN O, 1. W 

(1) 6 的 核 Kerg={xl609=0} 为 工 的 理想 ; 

(2) он D- Ker (х100)=1} 0 L f : 

(3) BAW L, HTN (EM RE) 则 0(A) L HF he (理想 
RË). 

证 明 (1) 由 于 6 为 满 射 ， 故 Ker g, D Ker0#0@, Н 
Kerb eL, D-Ker0# L, & Kerb D- Kerb LHA T. 

# а, be Kerb, M 0(a)=0(b)=0, & 

0(aVb)=0(a)V0(b)=0V0=0 
. avbeKer0. 

若 aeKer0 А x<a, HF 0 为 格 同 态 ， 故 为 序 同 态 ， 故 
0(х)<0(а)=0, XM 0(x)=0, № xeKer0. 

所 以 Kerg 为 真理 想 . 

仿 此 可 证 D -Ker0 HAW (RI (2)). 

(3) 是 显然 的 . 

定理 419 #0: L> І, ЮНАН L- (, 1}, W Kero 
为 也 HN NA, D-Ker0 я L, HR. 

证 明 NR. Ker =D Kerb) . 

# aAbeKer0, M| Ө(алЬ) =0 (а) л0(Ь) =0. 倘若 O(a) 
#0 H 0(b) #0, W ae D- Kerb B be D- Ker0, X 0(a Ab) 
=0(a)A0(b)=1A1=1. Ж 6! 故 aeKerb 或 beKer0. BI 
Kerb 为 素 理 想 。 由 命题 4.1.3 知 ，D-Kerb 为 素 滤 . 
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$2 N Fuzzy 格 


X 421 NX HEN. # f: ХХА FCO =x, WJ 
称 为 X 上 的 复原 映射 (或 对 合 映 射 ). 

9421 X YEN. МЕХ X, XX HARK. 

N 4.2.2 设 X 为 非 空 集 , Ws: ( FW, 4-4“ 
为 .F(X) 上 的 复原 映射 

54 23 设 工 为 Fuzzy 格 ， 则 其 上 的 逆序 对 合 对 应 为 L 上 
的 复原 映射 . 

命题 42.1 复原 映射 为 双 射 . 

ШВ 设 /: XX 一 XX 为 复原 映射 且 xx, BH f (4)=f (x), 
MJ COG, В а=х 矛盾! HU SODAS, MS 
为 单 射 。 又 对 任意 xeX НР /(/0) = ху (х) Ф, HI f 
为 满 射 

定义 42.2 XK. f 为 X 上 的 复原 映射 , AS X, 
# f C= O A , 对 偶 集 . 

命题 422 KX EEA. f 为 上 的 复原 映射 ,那么 f- 
对 偶 集 有 如 下 性 质 : 

(1) 00) =4 

(A= US) fF(NA)=N fF(4) 

«ет «ет :ет teT 

(3) A ©B=f (A) с f (B) 

定理 42.1 RXHEER, f 为 其 上 的 复原 映射 ， 儿 (X) 
= F(X) x (ОЯТ, О, : 

O: (4', A”)@(B', B”)=(A'UB', A"NB”) 
©: (A“, A”)O(B', B“) - (AB, А"ОВ") 
„A, 30 (4, 704) 
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构成 Fuzzy 格 。 . 

证 明 AWAY), U. M NH. (00), O, O) 
为 完全 分 配 格 . 

ЗЕЕ: (4', А") <(В, В") HNA А'СВ'А A” ЭВ". 

(A,, А”) <(В, BY, M (A, 4") OG, В") G, В"), BI 
(AUB, АПВ» =(B', В"), FE A' UB'=B' E ABB.. 所 以 
А'СВ' В А"2В". 

反之 , # АСВ HAT N., 则 (4', А") OG, В") =(А' В, 
AO) -G, В"). 所 以 (4', 40) G8, В"). 

А (MRE). A, 40 e (X). M ((A, 
47%) , A= COM, f f (A7))=(A', 40. 

МИ. R (A“, 40 G, В"), МА’СВ’Н A” 
2Ə2B”.X (А', A=, f(4")), (B', BY =Q (B), f (B')), 
按 命题 4.2.2 之 (3) 有 f(A’) S f(B') B fY(A7Ə f(B”, BA 
(f(A), TG CG), f (B”)), в (B', B) (A“, A) 

SEHR (Y., O. O. , Funy H. 

推论 421 ИХ, N ONO, OR FË °: 

(4, 4") =(4", A) 
构成 Fuzzy 格 . 

ШЕЯ 由 于 I X X, xXx BRR, WA’, 40 =A", 
4) =), IAY, 按 定理 42.1 D. O. O.) 9 Fuzzy H. 

Vist (Y, O. O. ) X MRM Fuzzy H, (D(X), 
O, O. % 5 Хі -AN Fuzzy H. 

推论 422 K (L. V. NV. ) K NT. W(D(L),@,0) 
N 

(4, A0 = A)) 
JER Fuzzy . 
其 中 A= ¶ xl A}. 
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定理 422 (ҮМ(Х),Ф,О, ) 000), G, O. ) HF Fuzzy 
#. 
证 明 设 (4;, A) Ne), MA, NAT=ØQET), & 
(AOA -=, Ar) = U (4/047) 
teT ет ЧЕТ ¿€T LET LET 
< U A, GAH) =. 
同 理 CADA YADA 所 以 ， 
© (4, AD, О (Al, А7) ЕУМ(Х), № УМХ) * K. X 
t€ teT 
(A', ADEYN(X), М А'ПА4"= 5. X (A“, ANS =(4", A’), 
(A“, A9°eyN(2). 
定理 4.2.3 ( (NJ), O, N, TURAR (ZX), Ф, 
O. „) ch. 
证 明 只 须 作 映射 g: Р(Х) D(X), 4 - (A, A‘). 
显然 g 为 单 射 。 又 
ọ (4UB)=(4UB, (AUB)°)=(AUB, A‘ ПВ") 
=(A, А°)Ф(В, В*)=Ф(А)ФФ(В) 
Ф (АПВ) = (АПВ, (АПВ) )=(АПВ, A‘ UB") 
=(A, A‘)O(B, В*)=Ф(А)ОФ(В) 
(A) (A“, (A°)°) (A“, A) =(A, 45) =(@(A))° 
所 以 g AMA. hoe NA N N. 


§3 分配 格 基本 定理 


定义 431 X (Lv. AHH, LEH H ( 即 有 分 
类 “== (0)”), #3 a= а H b= bi 时， 总 有 
aAb= а ЛЬ) H ауЬ = a,vb,(0) 
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则 称 LEHR. 
显然 ,车 g 为 格 工 到 工 的 同 态 映射 , 且 定 义 
a= b <=> o l 
则 得 L, 上 的 合同 0. KZ, xt LEXA 0, NIL =I /o ¶ſallae L) 
(HE [a] RA a HEM, [а]= {х|х== а(6)}), HK L' 中， 定义 
[a] V* [b] = [avb] 
[a] A* [6] = [аль] 
(L. V VDH. HA LADEN L 也 为 分 配 格 ， 此 时 Л: 
L= L. ar~[al] 即 为 到 工 的 辣 态 映 射 
记 格 上 的 全 体 合同 所 成 之 集 为 @， 在 @ 定 义 
0,<0, <> 4 a= b(0,) f a= b(0) 
NO. FK. MOM & N FN O EX VOM 
a= b(V@)=> V 0e@% а= b(0) 
则 V@ 为 工 的 合同 ， 称 之 为 DENN. XEN VN 
a 三 b( 八 @) < 存在 C с,, . CELK 0,, 02. 
6,180 N a= c,(9,), c, = с,(6,), *…, с,_, = с,(0,), с, = 
b(6..) 
AN NN IL ЮАН", Z V o f F M N. 
命题 43.1 (@,V, 八 ) 为 分 配 格 . 
МЕН A. (O. V, 入 ) 为 格 ， 故 可 由 格 的 分 配 包含 式 ， 有 
(% 8,)V в, <(0,V 6;)A (6, V 85) 
今 证 反 向 包含 式 . 设 有 a, beL ЖЕ a<b B a= b((0,A0,)V. 
6,), а= b(0,) BEE ci, c, , c. e L Ka = cC), ci 
= с,(0,), c: с,(01), , Co-1 = c,(0), с, = Ь(6,). 
Ro: L= L, X. -O) = (Ab) Ма, Й а<оф(х)<Ь B 
4 x= y(0) 时 ф(х) = Ф(у)(0). FRR aS ci <b(i=1, 2, 
„ n), ЖАЖ Ө, H c = a H c+ = b, Mn с, = а(0, 
V03), с, = с1(0, 3), , c. = c,(0V0;), c, =b(0,V0;), № 
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a= b((0,V0,)A (6,V0;)) 

所 以 (0V % NV (% N.) У 6, , K 
(%%% ) V, = (0,V 0;)A (8N 85) 

对 偶 地 (6,Vb)A 人 9:= (6% N % V (0 A0; . 

E N (O. V. O L IN H N. # 060 tE Va, beL 有 
а= b(0), M 9 为 零 合 同 . 

引 理 4.3.1 (Zorn 引 理 ) 任意 偏 序 集 里 至 少 有 一 个 极 大 
的 全 序 子 集 。 

引 理 4.3.2 设 9e@， 其 中 工 为 有 0, 1 的 格 ， 则 0 为 非 
零 合同 当 且 仅 当 0 关 1(9)- 

命题 43.2 设 (L,V, 八 ) 为 有 泛 界 0, 1 的 格 ， 则 必 存 在 工 上 
的 非 零 合同 . 

证 明 925071, МЕ L> L, хох, БАЗЕ]. 

定理 43.1 ALVA) WHER 0, 1 的 格 ， 则 存在 工 上 的 
非 零 极 小 合同 0* K L/ =I, II 

EA 设 @ 为 L 上 所 有 非 零 合 同 所 成 之 集 ， 按 Zorn 引 理 @ 
有 极 大 的 全 序 子 集 Ф. 4 0*=Л $. EE 9* 为 多 的 极 小 合同 . 
假若 存在 非 零 合同 8 使 0'<0* WOU 仍 为 全 序 子 集 ,这 与 gl 
的 极 大 性 矛盾 ! 因此 ,9* 为 @ 的 极 小 合同 。 所 以 Orem, BI 0* 为 
非 零 合同 。 由 8 的 极 小 性 知 1/0*= {10}, [1])- 

推论 43.1 设 工 为 有 0, 104) 的 分 配 格 ， 则 一 定 存在 工 到 
二 元 格 L,=10, 1} 的 一 个 满 同 态 . 

定理 4.3.2 设 工 为 非 平凡 的 分 配 格 , 则 对 а, bel, H a<b 必 
存在 素 理想 AKH acA іН bA. 

证 明 由 于 工 为 分 配 格 , 易 证 9: x= (xVAa) 八 b Y L Ala, b] 
的 满 同 态 ([w b]={xla<x<b]), 又 [a, b] AEN KM. 故 存在 
la, 5b] 到 二 元 格 B={0, 1) f 15 V. S 0= у. ф, M h LNB 
ЮЖН, НЕ 4.194, A=Ker0 X L HN ЕН аел 但 
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béA. 
推论 43.2 ”任何 韭 平凡 格 都 可 以 满 同 态 映射 到 二 元 格 上 。 
定理 4.3.3( 分 配 格 基本 定理 ) 设 工 是 任意 格 , 则 工 是 分 配 格 
当 目 仅 当 存在 工 按 某 个 集 格 的 同 构 表 示 . 

ЗЕЯ ”充分 性 显然 。 下 证 必要 性 .定义 映射 p: (Filz (D), 
a—(PIPeFit (L) BaeP), # а, beL， 则 

当 AS b) H, aVbe4， 又 ARKË, NA acd 或 
be4， 即 АЕФ(а) L Аєф(Ь), ЖЕ Аєф(а)0 Ф(Ь). 所 以 g(a 
Vb) = ф(а) Ц ф(Б). 

RZ. # de) Oo). МТ a<avb, b SN b B 
АЖ, Mav beA, В 4ep(aVb)， 所 以 a) U) < oa 
Vb). & 

g(aVb)= g(a) O) (4.3.1) 

当 4e Nb) H, аЛЬЕА, X aAb<a, a^b<b НА 
, KN aca A bea, Ш Аєф(а) B Аєф(Ь), ЖИ Ae) 
ПФ(Ь), Pr pla^ с ф(а) ПФ(Б). 

反之 , # Аєф(а) Nob), М acd Н bed, NAHM, 
Ж альеЕА, Ё Аєф(алЬ), N E g(a) O < ф(ал b). 
ж 

(аль) = ф(а) Ф(Ь) (4.3.2) 
由 此 可 知 ф HAS. 

X a+b, NaN S b, m 43.2 MH Aeld,(L) 
使 Abpe4 但 aVbéA. BT A €Filt (L). 故 存在 A°eFilt (L) 
tE anba Hav Bñ SA. H E ф(а) = g (b) (Е МЕН o(a 
Ab)=9(aV b)=9(a)=9(b)). FU, ф 为 单 射 . 

又 由 定理 4.1.8 知 Ф(1) 为 . (Filt, (L) ) 的 子 格 ,从 而 

9: 工 一 @(L) 
为 同 构 而 (gp(L),U, 门 ) 为 集 格 . 
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$4 软 代数 表示 定理 


定理 4.4.1 (LV, A) 90, . L IL, ML, V, A, ) 为 软 代 
数 当 且 仅 当 它 与 某 个 集 对 Fury 格 的 子 格 同 构 . 
证 明 充分 性 是 显然 的 . 
必要 性 。 设 (L,V, 八 ,“) 为 软 代数 ,定义 g: L> 2 (Fils, (LY, 
a mold = (L, Z), 其 中 ={4 e Fiu, Dae, . Ae 
Filt (L) l eA} 
对 Va, БЕГ, W AS N. М aVbe4， 由 于 4 为 素 滤 ， 
故 ae4 或 be4， 从 而 AC MAE. K WN. S U 
. RACES YM, W acA & beA, HF a<aVb(b< 
avb) В А Ж, K aVbed, В АЕ. 所 以 A, U 
A, S Ne . KM AoE Aa UA. 
ХИ BE H-  (аУЬ) =a eg. HF a ABS < 
a H а ЛЬ* <b‘ X ВЖ, # aceB 且 bcB， 即 BES, 
В Be. , ЖИ B e . M GB,. MM. avs S 9, V, 
LË BEF, П.@,, М аєВ А ЬєВ. HF BARE, X 
a ^ЬєВ, Ш (а\/Ь)°еВ, M BEZ wn- H E. J. AB, S 
S. P KTM Bays) = . . 
综述 得 
plavb)= o(a) O @(b) (4.4.1) 
Ж 4e ь, М AAN be A. HF aAb<a В Nb Sb, 
Ж ae4 且 be4， 即 4e.M H 4e , NH АЕ. М, O V,, 
Mm Luan ELNA RZ, A 4. M V, W Ae 
WS, B АЕ, , В aca H БЕА. 因为 4 为 素 滤 ， 故 a 
AN BEA, RMAC Marry B ANA, S М. 所 以 
аль = . П .92, . 
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W BSE. Hin- M (a Ab) =a VER. HF BHR 
№, K аєВ RR b'eB, Ш Be Z N B , Ш Be . 
CV.. Ань S . U S. RZ, ж Be . 
UZ, MB e . A B e B,, В av eB b'eB. HFa <a’ 
Vb H bs <а УЬ, Ж а vb°eB, В Be. 多,,,,， 从 而 .多 
UB, Se,. 所 以 Baws = . U .. 由 此 可 知 

фФ(аль)= (а) Oh) (4.4.2) 

RACH, Ma e. K 4e F., МЫ... S . 
EZ, Ae ., Шаєд, É Ae uy HH . S Aay 
f l = @,. f. NHS. . FU 

ф(а*)=(ф(а))* (4.4.3) 
H (4.4.1). (4.42). (443) p 为 软 代数 同 态 。 

又 由 定理 43348, A H. . K. Vs, Ho (cr oO). 所 
Uo 为 单 射 。 又 易 证 OOO (-2 (й, (D),U, N, “) 的 子 软 代 数 ， 
从 而 0: 工 一 o (D) 为 软 代数 同 构 。 
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第 五 章 。” 软 代数 上 的 可 测 结构 


前 面 用 Boole 代数 (Y. U. П, ) 张 成 严格 软 代数 
(Ф, (Y, V. N. N=, HHN (VON, G, O, ). 
我 们 知道 ,建立 在 软 代数 上 的 数学 模型 是 描述 和 处 理 模糊 系统 的 工 
A. 其 中 , 软 代数 上 的 可 测 结构 的 研究 为 模糊 信息 处 理 的 前 提 . 
为 此 ,本章 将 深入 研究 (@。 (Х) ,V ,入 ，-) 上 的 可 测 结构 , 特别 是 
BFW, U, n，“) 上 的 可 测 结构 诱导 出 来 的 可 测 结构 .。 


$1 YN(X) 上 的 可 测 结构 


—. YN(X) 上 的 一 般 可 测 结构 


定义 5.1.1 HX HESARBA,FSYN(X), FN 
E: 
(1) (x, De &. 
(2) E AEN. Шле 
(3) KA. rc, М @ A, e # 
则 称 2 ҮМ(Х) 上 的 К, K (УМХ), 多 ) 为 X 上 的 可 测 
集 对 空间 . 
EESLI 车 多 为 YN(X) 上 的 go 代数 ， 则 
(1) (Ø, eR; 
D KA. g. ШО AEF, 
证 明 ”由 于 (分 , X =X, DO) REM 5.1.1 fh) E (G. X) 
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ef, 又 由 定义 5.1.1 (3) 及 对 偶 律 可 得 本 定理 的 O). 
定义 S12 N Cl.. TVD. # Ó O 4. (aA. j: 


EMMA, ах Tims; K © O 4. va. je. 的 下 限 集 
8, ах In. 
K. lim, < lima, . 
28 512 lim, = (Iim 4. lima), 
um A, (lm 4; , lim 4.) (yn, 4.=(4., A. Y. 
证 明 lima. = Ó @ A, = Ó & G., 4.) 


k=] n=k 
= (04, Har) - (H. Ú 4, U ñ Ar) 
nuk nmk 14121 4114 
=(lim4;, lim 47) 
同 理 ， limA,=(lim4,, Im Ar), 
定义 513 (A, УМХ), # limA,= Iim d., Я 
MLA H., M. # lim 4. 2 Im 4. (< Iim 4.) A. Ir, 8 
极限 . 
由 经 典 集合 论 易 知 
定理 5.1.3 KIA. Ja. 1c NY, N 
(1) Жуп, A. A. ., MA. - K AHA 
lim 4. = (lim. A.. lim 47) @ 4,; 
amo aso nm uel 


(2) ж vn, A. A., MA. .-: K A HN 
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lim A, (lim A:, lim 47) = © 4, . 
.... 22 — о 12 0 в=1 

X 514 ü (УМО), # ) 为 可 测 集 对 空间 , SPH т*: 
多 一 [0, II: 

(1) m*(@, X)=0, m*(x,@)=1; 

(2) ЖА, ВЕРН 4<B， 则 m*(A)<m*(B); 


(3) A. S & B 4. O 4, (G. Х)(і *. 则 
m*(@ 40 -Em-(40. 则 称 те 5 (YN(X), & ) 上 的 概率 ， 


(YN(X), &, т*) 为 概率 空间 ; VAEZ, Жт*(А) HANK 
RE. 

S. 1. 4 若 (YN(X)， 多 ) 为 可 济 集 对 空间 ， 则 (РҮМ(Х), 
& 1) PYN(X) 为 可 测 空间 . 

证 明 (I) HA (G. X), (Х,)ЕРУМ(Х), RF о К, 
(S., X), (X. G) e # N PYN(X). 

(2) # (A', A")EPYN(X) H (A“, 4) e . WA, 
А") =(A", A')€PYN(X) Н (A“, 4") Я, K (A', ANE 
gN PYN(X). 

(3) KELA. Ii РҮМ(Х), Wat vn, A,= (A., 47) 1 


4. UAL =X, MAD 7, E OAT йи =( Ü AL 
BCU ADUCU AD =X. Rel 84. (JA. Ñ ADEPYN QO. 
HANC 多 ， 则 由 于 多 为 c 代 数 , & O A. 多. 

hia, HLANC # ПРУМОО, © д.6 PC. 


ЕН 5.1.5 #(УМХ) Z, m*) 为 概率 空间 , 则 (PYN(X)， 
FN PYN(X), n ern) 也 为 概率 空间 . 
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证 明 由 定理 5.1.4 及 定义 5.14 可 得 . 
二 、 概 率 空 间 的 扩张 


定理 5.1.6 K(X, ) HN H, 了 *={4', AA’, 47 
еу В (A, 40 e УМ(Х)}, 则 Z* 为 YN(X) 上 的 o 代数. 

ER (DH 32 T Я X Ef c ЖЖ, K X, GEL, ж 
(X. Ge. 

(2) 4e L*, NA, 47e T. 从 而 (4, 4) = (А",А') 
e L*, M 4e *. 

(3) #{A,}2.,C 2%, MN VA. - (A, , A7), # AL, А" 
er. m X жо, D4, Паг ez, 从 而 @ 4.= 
(OAs, Пех". 

X 5.1.5 K (Xx. T) HN Al, T {((А’,А“| А’, А” 
€ x H (A“, 40 e YN(X)), M (Y N(X), L*) 为 (X, T) 
可 测 集 对 空间 . 

Ж 517 B(X, L. m) XTRA H. 定义 m*: 
Z* 一 0, 11 U 

- + ICD (5.1.1) 


其 中 4= (4 AE *. M те Y (УМС, 2*) 上 的 概率 . 
证 明 (1) . ) - In(O+m(@°)]= + I +1]=1, 
m*(Ø,X)= In ln) = + 
10 +0]=0. 
(2) * (A“, 40. (В’,В e y* H (A',A") < (В',В"), Ж 


4 4 SRH A- >В". 从 而 
m(A‘)<m(B’), m(A”>2m(B”) 


m*(4',49= 3 П + т(4) –т(4")]< 4 [1 +m(B') — 
m(B”)] =m *(B’, В”) 
(3) K A,= (A., AZ )(@=1, 2, ) HA;OA,= (Ø, X) 
(19), Ж, APUA =X, I (A7) ?) =Ø. K 
ту S, A - (Ü Ai, Ar- u 
m( (Y A N=- [È meas) +m AAN 
= En (Al.) H Z mary) 
-È Le (m (AL) + mA: Y) = x m*(A,) 


所 以 ,m* 为 (YN(X), 2Z* ) 上 的 概率 . 

有 时 ,我 们 称 (ZNCO ,2* т*) (X. L. m) 的 扩张 . 

BACONA), X *, m*) WHER: 

Ж 518 R(X, Z, m) 为 概率 空间 , (YN), L“, m*) 为 
它 的 扩张 , м 

(1) #4 = (4, A") ex *, m*(4)=m(4') 的 充分 必要 条 件 
Æ m(A')=1-m(A”); 

(2) A АєУ*[ РҮМ(Х), М m*(A)= m(4'); 

(3) VA=(4', А"), B=(B', B) e y*, A 

т*( АФВ) =m*( A) +т*( В) —m*( АОВ) 

(4) KA. .- LH A. A. (Vn), 4 =lim A., 则 
limm*(4) =m* Gim A)=m*(A); 

(5) KIA. -. ВА, A. (Vn), A=limA,, W 
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limm*(A,)=m*(lim A.) m); 
(6) vA, Be L, # m*(A@B)<m*(A)+m*(B) 
(7) VAEL*, m*(A‘)=1—m*(A). 
证 明 (1). (2) Hi m 的 定义 立即 得 . 


(3)m*(A@B)=m*(A' UB',A“ B”) = 4n +m(4'UB')— 
m(A”(\B")]= 4 [1 +m(A’) TG) -т(А'П В") - (т(А”+ 
n - = Г +m(4')-m(4"))+(1 +m(B') 一 
m (B°) - (1 +m (A! 08°) — m(A" UB) ]=m* (A) +m* (B) — 
m*(AQB). 

(4) N 4. (A., A7), (A. .- U RRA, A. J 
为 渐 开 集 列 ，{4? Ji MM AN. 由 概率 m 的 性 质 , м 

lim m(A, )=m(lim A4.) m) 
lim m(47)=mQim 47)=m(4") 
由 定理 5.1.3 有 
Jim m- (A.) =lim + II U (A. )- (Ae) 
=} lim m4.) —lim m (A. U- [1 ) 
mQim Az M- m dim A, , limA7)=m*(im 4,)=m*(4). 
(5) f (4) Е, (6) 是 (3) 的 推论 。 
(NR A=(A', ANEL*, М 4°=(4”,A')e y*, Tü 
т*(4°)=т*(А", A')= 1 1+ т(4)- m(A”)]= 1 — 
+ bn (4) +1-m(A9]=1—m*(A',A)=1-m*(A). 
例 SL1 K X- (1, 2. =, 100}, L= F(X), m N E 
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典 概率 。 A=(A',A) 表示 远 大 于 10 的 数 类 ,其 中 4'= {71, 
72. , 100}, 4"={1, 2, , 20}, М 


m*(A)= 4 (1+0.3—0.2)=0.55. 


可 以 解释 为 : 在 1 到 100 的 自然 数 中 随机 抽取 一 个 数 , “这 个 
数 远大 于 10” 的 概率 为 0.55. 

和 上 的 概率 的 扩张 是 十 分 重要 的 ,有 了 它 就 可 以 用 经 典 事件 
的 概率 确定 模糊 事件 的 概率 . 


三 、YN(X) 上 的 条 件 概率 


定义 $1.6 设 (YN(X), Z, m*) 为 YN(X) 上 的 概率 空间 ，AEe 
ЯН m*(A)#0, EX mz: #— 0, 1] 如 : v Be 多， 
me = 20 (5.1.2) 
称 më AK HH HN, m tB) RH ARIEF BHK HN 
率 . 便于 比较 也 记 为 m*(B|4). 称 
m*(AQB)=m*(A)m*(B| A) (5.1.3) 
为 乘法 公式 。 
25.19 (УМХ), #,т*) 为 概率 空间 ，4e #Нт*(А) 
#0 ML (УМ(Х), &. m ) 也 为 概率 空间 . 


EM (1) G )- m*(X,2)O4) _ т*(4) =1 


m*(A) m*(A) 
* = m*((@,X)OA) _ m*(Ø,X) _ 
п, 094) = MED о 


(2) # Bi, Bie & H В, B.. ЯШ AOB,<AOB,, Mii 
т*(АОВ,)<т*(АОВ,), N 
m*(4QB,) n- 


ия) о т) 


=m} (В) 


(3) KLB.) H B. OB, - (G. ti ih, W (АОВ)О 
(AGB) =. li h. & 
n- Gb.) 1 (S (AOB) 
m*a) 10) 


m} @B.)= 


Z m*(40B,) = m*(AQB,) _ 2 
ЕЕЕ m*(A) “A 12050 ? =}, m G.). 
定理 S110 #А<ВН m*(A)#0, М m*(B| A)=1. 
证 明 当 А<ВЕ, АОВ=А, NA NW. 
定义 $1.7 (УМХ, F. m 为 概率 空间 , 若 对 4, Be & ж 


m*(AGB)=m*(A)m*(B) (5.1.4) 
则 称 4 与 如 相互 独立 . 
2 81. 11 # A, B 相 互 独 立 , 则 m*(B 14)=m*(B)(m*(4) 
#0). 
证 明 由 定义 立即 得 . 
由 乘法 公式 ,有 


25112 В (УМО, Я, m*) 为 概率 空间 , A. Be 
H m*(A)m*(B)#0, WA 
_ m*(A)m*(B|A 
m*(A| B)= тиа) 14) (5.1.5) 
下 面 举 一 例 说 明 条 件 概率 的 应 用 . 
例 5.12 统计 资料 表明 , 某 地 区 人 群 中 有 10% ЛЕХ 
烟 30 支 以 上 ，20% HAF RMREK RIFE 10 支 ，30% 的 
人 居住 环境 中 氮 氧 化 物 和 和 氢气 浓度 超标 , 而 没有 人 居住 环境 不 受 
氮 氧 化 物 和 氢气 污染 。 已 知 ,在 人 群 中 有 5% 的 人 患 上 肺病 无 法 
治愈 ，30% 的 人 没有 肺病 、 但 在 无 法 治愈 的 肺病 患者 中 有 40% 
的 人 每 天 吸烟 30 支 以 上 ,有 40% 的 人 居住 环境 中 和 氮 氧 化 物 和 氧 
气 超标 . 在 未 患 肺病 的 人 中 有 70% 的 人 不 吸烟 或 每 天 吸烟 不 足 
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10%. 

如 果 在 对 患者 进行 询问 时 得 到 的 回答 是 : 他 吸烟 严重 但 不 知 
道 大 气 污染 情况 . 如 何 估计 他 已 患 上 严重 肺病 的 可 能 性 大 小 ? 

在 严重 的 肺病 患者 中 抽出 一 个 ,其 最 可 能 致 病 的 原因 是 什么 ? 

本 问题 中 资料 是 不 全 面 的 。 因 为 只 提供 了 一 些 极 端 事例 的 情 
况 而 未 记录 普通 吸烟 人 和 居住 环境 受 污染 但 不 太 严重 的 人 的 信 
Ë. 另外 ,患者 提供 的 信息 是 模糊 的 ,病情 的 描述 也 是 模糊 的 . 

A LEREM 30 KLE}, {x|x 不 吸烟 或 每 天 吸烟 不 
* 10 K 

A- (fx|x 的 居住 环境 中 氮 氧 化 物 和 氧气 浓度 超标 }，{x| x 的 
居住 环境 中 大 气 未 受 氮 氧 化物 和 氧气 污染 3) 

按 集 对 思想 ，4, 表示 “吸烟 严重 "，A4, 表 示 “ 严 重 氮 氧化 物 和 
氧气 污染 " 

B=((x| x 为 晚期 肺病 } (x| x 未 患 肺病 ) 表示 "严重 肺病 "， 
则 


m*(A,)= 4 (1+10% 20% =0.45 
m*(A,)= 5 (1+30% – 0) =0.65 
m*(B)= 4 (1+5—30%)=0.37 


1 
d +m(A; ПВ’) m(47 UB) 
s; _ m*(A,OB) 2 1 1 
те(814)= nea.) m*(A)) 


+ (+m (Aj NB) т) т (B9+m(4; NB) 
m*(A,) 
ta + 5% х 40% — 20% — 30% + 30% x 70%) 


= 0.45 =0.81 
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+ (1 +5% x 40% —30%) 


m*(B | A.) = 0.65 =0.55 
m*(A,| B) = 人 01 =0.985 
m*(A,| B)= 9.652055. —0.966 

计算 结果 表明 : 


(D 严 重 吸 烟 的 人 较 容 易 得 严重 肺病 , 相 比 之 下 居住 环境 恶劣 
引起 严重 肺病 的 可 能 性 要 小 些 . 
(2) 如 果 确 诊 某 人 患 严重 肺病 , 则 两 种 病因 是 大 致 等 可 能 的 . 


$2 G. 上 的 可 测 结构 


一 、@v (X) 上 的 一 般 可 测 结 构 


定义 S21 UXHESERRA, FOO, (Х, # # W 
E: 

(1) Leer 

(2) # Re . NR e & 

(3) KIR. :, S. M V REg 
WK # N . (EH oRM N (, . F) N X EJ PP NA 
环 空间 . 


285214 BFA, (X) 上 的 o 代 数 , 则 
0 0v её’; 


D #(R.)2 CZ, WARES . 
证 明 (1) AW 0;(2)=((0,.(1-2))°, (0. (1 4))* 
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о 1-4=0 =” 4-1 -1 QO 
(Ø, Ø) 1-A440 (KX) 4⁄1 “ 
ШО, =1,RFAoRHR, KOEF. 

OH,. V. Л, ) 的 无 限 对 偶 律 及 定义 5.2.1 之 (3) 获 得. 


定义 $22 [R.P Ce. (Y. & Á VR WIR lr. 
W. ENA. ах Tim k., K V A R. u (. r., Fm A 
环 , 记 为 lim R,. 

定义 $23 K (G,. V. A. ) KEN RM: 

RR. Ve 有 RIC) SR. () E R. GS В, (4) 称 
“< 356385. 

E 522 (b. AHK. 

证 明 (1) 自 反 性 显然 成 立 , 即 VRe GO. RXR. 

(2) 反 对 称 性 . K Е,< В, H R. R., NH VAE. H RC) 
SR, ( Н R. GSR. (4) В R,Q)SR,() В R, GSR, (4). 
K VAS. , N Ri Ci) -R. (0) H RO) -R. C), № Ri- R. 

(3) 传 递 性 . K RC. R. H R. R, 则 对 ve H R.) 
SR.) SR, () H R. ) SR. SR, G). NN View, 有 
R. () SR, (U) H RI SR, (4), KH Е, Rs. 

显然 ,对 VRe (х), 有 O RAU. B Ж, N 
V {Re A(X), # lim R< „Tim R. 

EA 5.2.3 KIR. Ia. Dy (X), MN view 

dim R.) (4) = dim R. (). lim R. (i) 
(im R.) (4) = dim R. (), lim R. (A) 
证 明 d.) (0 (A., ÖRA 
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=A (ÜRO, ORG) aC 0 J. K. c Ú ARGY 
dim R, (4), Tim E. G)) 
HÆ im F.) Q) = dim F. (4), lim R. (. 
定义 S24 MIR. ISO (X). # lim R,=lim R., N 


称 {R,) - K A. 称 lim R. £ lim R. ( =lim R.) 为 (R. Ja 
的 极限 . 

BA, 

定理 524 HR.) C, (X), М 

(DD # уп, ER. WIR) 2, HAA lim R. 
VR,; 

(2) # vn, R. k., MR. r., MMA lim R= 
Л R.. 

定义 525 设 (@, (X, S ) 为 可 测 集 环 空间 , 若 映射 тя": 
8 — 0, IMR: 

(D m**(0, )=0, (I) =I: 

(2) HR, REF HR R, Mm R) Am R)); 

(3) K (R. ic & B RAR = 0, G#p, W m**(V R.) 


=F ms), туу WO, OD, DEBER, (Ф, (0), 


£, m**) HRZ Hz V Re F. 称 m**(R) 为 及 的 概率 . 


在 实际 中 , 一 般 .of 为 一 个 有 限 集 , 设 为 27 (lo, li, А, 5 
A Ay}, ЖФ 0<Аа<а<а< <А ВА, -A. . 而 我 们 总 是 
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希望 能 用 X БЕНЕН G (X) 上 的 概率 空间 .这 样 做 
有 必要 将 定义 52.5 作 适 当 修 改 , 即 改 为 
(2) RR, REF HN Ae . HHN Ae V 使 
RA) = RGA H R. (J.) R. (A. +) 则 my (R) mR). 
(20 所 确定 的 单调 性 要 比 (2) 弱 一 些 . 实际 上 由 (2) 中 的 条 
件 部 分 可 得 Ri< R. 因此 称 (2)' 为 弱 单 调 性 .。 


=. AXE ó, (的 概率 扩张 


(X. У, mm) 为 概率 空间 ,定义 T. RIVA. , (RC), 
К(4))є LX T, Re (NY)]. 
S. 2.5 ((A), E**) HNA A. 
Ж 5.2.6 m**: L — [0, II 定义 为 
m**(R) En lG) - ВОЛИ, + Ут (КА, 1) 


Ath 


—m(R(A,))] + (5.2.1) 
则 (@ (x), bee AEN SR. 
证 明 (1) 由 于 
(X. G) 4=0 1 4%1 
Oe (A) = 1, (2) = 
@ 12 5 40 2 (X, Ø) a=1 


FA, f — . k#0, Ж 0. (д) Ow (J. =. Ow (Ad - 
o. ο g, 0.04) -x. K m*(0.)=0. 
XII. K An, AIG 14) X XG. IU Y- 
1 (=. M C0 1-1 (b- i- E M 
теа) 1. 1404-04 о. Atha =1 
OY RV ae. , BEE (>A) H KOR. ) RA 
=R, (4,+,), ЖА 
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-O- CK. GA тк, 1) Ri) - 
Lth = ато, Radney) + Ут...) 


.d y ZA „-C. H.-E. d.. 


. — о 
тк.) _ Rss) za E <m**(R2). 


G) K (R. e, So. (X), AR,AR,=0, (19), UWA, 
EL, R. (.) n N (i.) H Rå.) П R G.) = GZ), ж 
m**( VR) =È "(Ў R) @)-(Ў в) QD EC 

- O -(V RIAD . ER 
-ў, * 0 в, G0 N. G00 + 


ari ' 


Ўт m(UR, G,- D- ÜR Co). 


= Ex k. CO) - (U UR) + 
ZOU RQ) т Rs GD) АА. 

(E. 4) -È mR, @))) + 
о = Ath 1 


Elmer») EG, AD: 


= È Ces. GD -MR Q) + 


У Фев тво» -Ata 
hth- ie 


-EE me, а) N. D È (а 
Bunde. G. O. K. (o 
= > 2 A, mR, (O- 2.000 >, È mę, A-1) — 


^а 


k. (00 
- Elana в, G0 + È MR, AD 


В, (i)) · t-m m*(R,) 
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第 六 章 ”高 维 Fuzzy 集 的 合成 
与 综合 决策 


在 实际 中 我 们 经 常 地 碰 到 一 些 Fuzzy 集 , 影响 它 的 因素 外 较 
. 这 类 Fuzzy 集 的 隶属 度 函 数 是 多 元 函数 , 在 应 用 的 过 程 中 确 
定 这 样 的 多 元 函数 往往 比较 困难 . 反之 , 单 因 素 的 Fuzzy A 
属 度 确定 要 简单 得 多 , 因为 它 是 一 个 一 元 函数 . 我们 称 多 因素 的 
Fuzzy 集 为 高 维 Fuzzy 集 , 而 称 单 因 素 的 Fuzzy 集 为 一 维 Fuzzy 
Ж. 一 个 自然 的 问题 是 如 何 用 若干 个 一 维 Fuzzy 集合 成 高 维 Fuzzy 
集 ? 这 个 问题 在 多 目标 综合 决策 中 也 具有 一 般 意义 。 原因 是 方案 
对 总 目标 的 优良 度 可 以 看 作 是 “好 方案 "集合 (一 个 高 维 Fuzzy 
集 ) 的 隶属 度 , 而 方案 对 某 单 目标 的 优良 度 可 看 作 是 “ 某 方面 看 的 
好 方案 "集合 (一 维 Fuzzy 集 ) 的 隶属 度 . 

要 考虑 这 个 合成 问题 , 首先 得 研究 因素 之 间 的 层次 结构 ， 而 
针对 这 种 因素 间 的 层次 结构 , 汪 培 庄 教 授 和 李 洪 兴 教 授 较 系统 地 
研究 了 因素 空间 ,建立 了 相应 的 理论 2 3 

本 章 先 简单 介绍 一 下 因素 空间 的 基本 内 容 , 然后 再 给 出 一 些 
高 维 Fuzzy 集 的 合成 技术 ,其 中 包括 李 洪 兴 教 授 和 作者 近期 的 工 
作 . 


$1 因素 空间 


一 、 因 È 
“因素 " 作 为 因素 空间 理论 的 元 词 是 不 加 以 定义 的 (这 好 比 数学 


101 


中 的 “元 素 ”), 从 概念 角度 讲 , 可 以 从 四 个 方面 加 以 理解 . 

DAAH: 它 有 两 层 含义 。 其 一 是 由 果 索 因 的 思维 方式 中 
因素 所 处 的 地 位 , 即 作 为 引起 某 结果 的 事物 。 由 于 实际 中 的 结果 
是 多 个 原因 联合 作用 引发 的 , 因此 相对 于 结果 而 言 因 素 是 下 一 层 
次 的 东西 ,结构 上 也 显得 较 简单 些 。 其 二 , 因素 作为 事物 在 某 方面 
的 状态 和 特征 的 集中 抽象 , 它 总 览 了 这 方面 的 全 部 可 能 状态 或 特 
征 ,可 以 理解 一 类 状态 或 一 组 特征 的 表示 。 比如,“ 降雨 "是 “丰收 ” 
的 一 个 因素 , 它 集中 表示 了 某 地 区 某 时 期 全 部 可 能 的 降雨 量 ,而 降 
雨量 的 每 一 个 可 能 值 则 是 状态 。 可 以 说 , 因素 是 状态 的 普遍 化 , 而 
状态 是 因素 的 具体 化 。 再 如 “人 性别 "作为 “正常 人 "的 一 个 因素 ， 
它 有 两 个 状态 , 即 “ 男 "和 “ 女 ”. 

f: 概念 的 形成 是 通过 对 比 来 寻求 不 同事 物 之 间 的 
差别 来 实现 的 。 然 而 ,这 种 对 比 必须 建立 在 某 种 共性 之 上 , 断 不 能 
在 风 马 牛 不 相 及 的 事物 之 间 进 行 。 这 种 共性 就 是 因素 ,差别 则 体 
现 为 状态 的 不 同 。 因 此 ,因素 又 可 视 为 认识 客观 对 象 的 一 个 视 
角 , 也 是 从 某 个 侧面 认识 对 象 的 识别 方式 . 因此 ,因素 具有 分 解 的 
功能 , 因而 是 解析 性 认识 方法 .例如 , 认识 人 可 以 从 性 别 , 年龄. 身 
高 .职业 等 角度 去 看 , 也 就 是 说 “性 别 ”、“ 年 龄 "、“ 身 高 "等 为 “人 ” 
的 因素 . 

(3) 描 述 性 : 任何 事物 的 图 景 都 是 某 些 因素 的 状态 之 间 的 一 
个 特定 组 合 , 可 以 视 为 广义 坐标 系 中 的 一 个 点 ,而 广义 坐标 系 的 每 
一 条 轴 都 表示 了 某 个 因素 的 状态 集合 ( 即 状态 空间 )。 因 此 , 因素 
又 可 视 为 广义 坐标 系 的 维 名 称 . 

(4) 层 次 性 : 因素 是 分 层 的 ,这 是 因为 某 一 事物 可 以 是 某 些 原 
因 的 结果 同时 又 成 为 另 一 结果 的 原因 之 一 .这 就 导致 了 因素 角色 
的 转化 。 例 如 ,“ 学 生 ” 可 以 用 “学 习 成 绩 ”"、“ 道 德 品质 "、“ 健 康 情 
况 ” 加 以 反映 ,而 “学 习 成 绩 ” 又 可 进一步 由 各 科 成 绩 反 映 , “道德 
品质 "又 可 由 “同学 关系 ”、“ 对 长 韭 的 态度 "等 加 以 表现 . 
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二 、 因 素 的 状态 空间 


一 个 事物 并 非 与 任何 因素 都 有 关 , 如 石头 只 与 化 学 成 分 、 醒 
度 等 有 关 但 与 性 别 无 关 。 所 谓 事物 u 与 因素 f 相 关 , 是 指 从 /谈论 
и 总 有 一 个 状态 fa) 与 之 对 应 . 

车 了 与 了 分 别 表示 一 些 对 象 所 成 之 集 和 一 些 因素 所 成 之 集 
且 对 yueU, 一 切 与 有关 的 因素 都 在 也 中 , 则 称 (U. V] 为 一 个 
ERX. 

给 定 一 个 左 配 对 (U、 У], 定义 二 元 关系 及 如 

R(u, 1)=1<=>u 与 f 有 关 
з D(f)4{ulueU, R(u, f)=1}, W f 可 视 为 一 个 映射 

f: DJ) > XQ), u — f (u) 
+ XC) А (f (u)lueD(/ )), K XH) R N fl, XS) 
的 元 素 称 为 了 的 状态 . 

根据 状态 空间 的 不 同 , 因素 大 致 分 为 四 种 类 型 : 

(1) 变 量 型 : 此 类 因素 的 状态 空间 为 一 维 或 多 维 欧 氏 空间 的 
某 个 子 集 。 因 此 它们 通常 为 连续 或 离散 的 变量 。 如 时 间 、 长 度 、 质 
BSH AH. 

(2) 符 号 型 : 其 状态 空间 由 某 些 特定 的 记号 组 成 ,这 些 记号 可 
以 是 名 称 , 也 可 以 是 其 他 代号 。 如 职业 即 属 此 类 , 其 状态 空间 是 
{教师 、 律 师 、 工 人 、 R. KK. А 

(3) 开关 型 : 其 状态 空间 只 有 两 个 元 素 , HN yes, 
no}, 也 可 以 记 为 {0, 1 NA HR NN (如 { 男 , 女 }.{ 有 机 ,无 
机 } 等 ). 

(4) 程 度 型 : 其 状态 空间 一 般 为 [0, 1], 但 状态 取 值 方面 具有 一 
定 主观 性 但 有 相对 的 程度 可 言 。 如 创造 性 .满意 度 .可 车 性 .贴近 
度 等 即 属 此 类 . 
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三 、 因 素 的 关系 和 运算 


0 为 一 个 特殊 的 记号 ,表示 空 状态 , ENR 
{x, 0}={х}, (x, 0)=(0, x)= x (6.1.1) 
即 9 与 其 他 元 素 组 成 集合 或 序 偶 均 无 效 。 
X 611 AAS 0 为 零 因素 是 指 其 状态 空间 X0)=0. 
零 因素 在 因素 空间 中 的 作用 与 空 集 在 集 论 中 的 作用 相 类 似 . 
由 (6.1.1) 知 , 对 任意 因素 f 有 
X(f)* X(0) = X(0) x X(f )= X(f ) 
约定 : 对 任何 一 个 左 配对 (U, VI. WA Oe. 
如 前 所 云 , 因素 f 可 视 为 映射 1: D(f)— Xf), TU f K 
拓 至 整个 U 上 并 仍 记 为 /， 即 
fu) иєр() 


f: U— X(f), u= 5 DU) 


定义 612 N fig HAR, DS)=DG@, X(/)=x(@) H 
(vu) f(u)=g(u) WHS Уо, 记 为 f=g. 

定义 613 RS Ag 为 因素 , 若 存在 集合 YAO Н YA} 
使 XCOP)=XG)xy( 或 XO)=7xXG) MK / 的 真子 因 
N. 1 g< f. 9 为 了 的 子 因 素 是 指 g9<y 或 g=f， 记 为 g<f. 

子 因 素 的 实际 含义 是 f 的 状态 一 旦 确定 则 g 的 状态 随 之 而 
E. 例如 f 表示 点 的 平面 坐标 ，g 代表 点 的 横 坐 标 , 则 g< f. 

显然 零 因素 为 任何 因素 的 子 因素 。 

定义 614 ИВ, Г, 为 因素 , 且 

A) hsf Bh<g 

Q)e<f He<g>e<sh 
WH h Я f fü g HEAR (或 合 取 因素 ) ,简称 交 , id h= fA g. 

和 g 的 交 即 为 f 和 9g 的 最 大 公共 子 因素 。 交 运算 可 以 推广 
至 因素 族 { 人 },。 的 无 限 交 , 记 作 a= A f, BH 
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(1) vieT, g</, 

(2) (V heV, V teT) h< f,= h<g. 

比如 了 表示 “立方 体 的 长 和 宽 ”"，g 表示 “立方 体 的 宽 和 高 ”， 
лаж". 

定义 6.15 Bf, g, k VHR. H 

(D f<h Hg<h 

(2) f Se B g<e>h<e 
WK hA f # g 的 并 因素 (或 析 取 因素 )， 简 称 并 ， WH 
h=fvg. 

同 理 , 并 也 可 以 推广 至 无 限 的 情形 УЛ. 


显而易见 有 
SAg=Viele<f B е<д) 
fV g=Aíelf Se В g<e) 
定义 616 设 f 和 g 为 因素 , 若 / 八 g=0， 则 称 f 与 g 相 
HML. 
定义 617 {f }ier 为 因素 族 ， 称 {f.},er 是 两 两 独立 的 ， 
BREWER: Vs, teTH s ArH 
fAf=0 
此 时 亦 简 称 {f },er 是 独立 的 。 
显然 ,相互 独立 的 因素 的 子 因素 也 相互 独立 ; 零 因素 与 任何 因 
素 均 相互 独立 。 
定义 6.1.8 HS, 9, HR. НЕ 
(D (fAg)Vh= f 
(2) hAg=0 
则 称 h 为 了 Жо, в h= f —g. 
显然 , 1 f <g 时 ，f —g=0, ХЯ 三 表示 点 的 平面 坐标 ,9g 
表示 点 的 模 坐 标 , 则 h= f— g 即 表 示 点 的 纵 坐 标 。 


(6.1.2) 
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X 619 KRFAARSK, 1eF 且 对 VfeF # fS1, 
WH 1 为 下 的 全 因素 ; 1 一 f 为 关于 1 的 余 因 素 , 记 为 /“. 

定义 6.1.10 车 因素 /没有 零 因素 以 外 的 真子 因素 , 则 称 f 
为 原子 因素 . 设 F 为 一 个 因素 集 , We ={f eF |f 为 原子 因素 } 
为 的 原子 因素 集 . 

显然 原子 因素 是 彼此 独立 的 , 故 


X( V п)=П XC) (6.1.3) 
fell 


事实 上 ,对 任 一 族 独立 的 因素 集 , 则 
XY, -I хо) 


如 果 下 存在 原子 因素 x, 则 下 中 任 一 因素 f 均 可 表示 为 的 
一 个 子 集 的 析 取 ,因此 又 可 以 视 为 x 的 一 个 子 集 ,所 以 
F= SMO ={515 л) 
B 
хи Y Пхо), х= П X(f) 


H T x FER .2 (z) Х Boole 代数 ,我 们 可 以 给 出 因素 空间 的 
公理 化 定义 。 


四 、 因 素 空 间 的 定义 


X 6.111 M (U, VI AAR, ЕСУ, 称 集合 族 {XCF )}yer 
为 可 上 的 一 个 因素 空间 ,如 果 满 足 

(F) (F,VY, 八 ,“,0, 1) 为 完全 的 Boole 代数 ; 

(F.) X(0)= {0}; 

(F,) K TSF, HN VJ. geT, f #g W fA g=0, М 
x(vT)=ll хо). 


fer 


此 时 称 下 为 困 素 集 ， feF 为 因素 , ХО) 为 f 的 状态 空间 ,1 шев 
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X. X(I) 为 全 空间 , 0 为 零 因素 ,6 为 零 状态 . 
例 611 N NN. 1,=[1, 2, , п}, F= AU) 
US Ф x= П xü) XW= H П х) U. 


ЕХО )) л 为 因素 空间 ,其 为 一 族 维 数 不 超 n K H 2 A 
EATE). 

01612 ЖЕ= {0,1} 为 二 元 格 ， 则 {X() {Swe 
NHR H, (GN N & K IN N . NEX (I), {Ø} 
退化 为 单一 状态 空间 X (I). 

现代 控制 论 中 的 状态 空间 .模式 识别 中 的 特征 空间 和 参 
数 空 间 , 现 代 物 理学 中 的 相 空 间 等 都 是 因素 空间 的 特殊 情 
Е. 因素 空间 不 是 一 个 固定 的 状态 空间 , 而 是 一 族 维 数 可 变 的 状 
态 空间 ,“ 变 维 " 是 因素 空间 的 核心 思想 之 一 . 

XC) er 为 一 因素 空间 , /,geF， 则 

fvg=(f -g)vV UAg)V(g-f) (6.1.4) 
H f -g, fA g, g— f 两 两 独立 ,从 而 

XG Vg)=X(f - 9) х ХОЛ д) х Х(9- 7) (6.1.5) 
(这 是 一 个 常用 的 公式 )。 

当然 ,我 们 也 可 以 从 映射 的 观点 给 出 因素 空间 的 另 一 组 公 
er 


五 、 概 念 的 描述 架 


概念 是 最 基本 的 思维 形式 ,是 知识 形成 的 基本 要 素 . 概念 的 
描述 有 三 种 方式 : 

(ил: ”指明 一 个 概念 所 具有 的 本 质 属性 ; 

(2) 外 延 方式 : 指明 符合 概念 的 所 有 对 象 所 形成 的 范畴 ; 

(3) 概念 结构 : 从 概念 与 概念 之 间 的 相互 关系 中 说 明 一 个 概 
£. 
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经 典 集合 论 描 述 的 是 清晰 概念 的 外 延 ， 而 Fuzzy 集合 论 描述 
的 一 般 概念 的 外 延 { 无 论 清晰 与 否 )。 它 们 始终 没有 解决 好 论 域 的 
选择 好 变换 问题 (其 中 包括 高 维 Fuzzy 集 的 合成 问题 ) 。 内涵 的 表 
示 则 是 数学 研究 的 禁地 . 

假定 要 讨论 一 组 概念 多 ={ B, „, ), 它们 的 论 域 为 U. 
RAKI V, 使 U 与 VV 组 成 一 个 左 配对 (U,V], MR F CV, 使 得 
FIN U 是 充足 的 , 即 满足 

(Vu,, и, € U) (3f eP) (f (и) # f (u,)) (6.1.6) 
此 时 称 (О, Z, FI N (U, 多 (XC IBF 09 — 
жж. 

定理 6.1.1 ”对 于 给 定 的 描述 架 (U， 安 , F], SAR 1 必 为 单 射 。 

证 明 首先 不 难 验证 下 面 两 个 性 质 : 

(УЛ, geF)(g</=(f =gV( 广 9) % -9)=0)) 
(v fep)(1 = fV f °) 

因为 (U, Z, FI -NH. KM F N H AH . 对 任意 

ш, u,€U F fe K f (u) Z (и,), HEBERE A 
1(u,)=(f (u), f ° (u)) # (f (u), f° (u,)) = 1(u;) 
故 全 因素 1 为 单 射 . 

E: (Df: U 一 X(f) 和 42{f (u) u EU; A M. 从 而 
全 因素 1 为 双 射 ; (2) “充足 性 ”意味 着 对 于 U 中 任何 两 个 不 
同 的 对 象 ,总 存在 一 个 因素 /EF 把 它们 的 状态 区 分 开 来 . 

在 既定 的 描述 架 (U, Z, F] 中 , 任 取 一 个 概念 xe . EA U 
中 外 延 是 U 上 的 一 个 Fuzzy Ж AEF (U) ,实际 上 4 是 一 个 映射 : 

A: U — [0, 1], u A(u) 
特别 地 , 若 4(U)={0, 1}, WH 4 为 普通 集 ，x 为 清晰 概念 (或 精确 
BE). 对 于 多 每 个 状态 空间 XC) Ce) 都 叫做 表现 论 域 ， 
其 中 X(1) 叫 做 完全 表现 论 域 . 对 于 feF， 按 Zadeh 扩展 原理 ,将 
扩展 为 f: & (U) — #(X(f/): 
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f (A): x00 [0, Ц, х) = У AG) 


称 f (A) 为 概念 x 在 表现 论 域 X(f) 中 的 表现 外 延 ,也 记 作 A400). 
这 样 一 来 ,U 上 的 概念 外 延 便 通过 诸 因 素 的 状态 在 表现 论 域 X(f) 
上 表现 出 来 , 从 而 转化 为 XC) EMM. 这 个 表现 的 过 程 是 一 个 
“分 解 ”的 过 程 。 一 般 情况 下 , a 在 X(f ) 中 的 表现 外 延 比 较 容易 确 
. 因此, 我们 面临 的 一 个 有 意义 的 问题 是 如 何 用 较 简 单 的 因素 
的 状态 空间 XG) 中 的 表现 外 延 来 合成 较 复杂 的 因素 的 状态 空间 XG) 
中 的 表现 外 延 ( 这 里 g< f). 特别 当 三 =1 时 ,由 于 I(A)u)=A(u), 
故 问 题 转化 为 如 何 用 低 维 Fuzzy 集 合成 高 维 Fuzzy 集 的 问题 。 
合成 规则 之 一 是 尽 可 能 满足 

ee ф(х, Xs „ X.) 

J. AG = У А(и) 


Т) х 
(其 中 1= Ç Si) 


这 就 是 下 一 节 所 要 解决 的 主要 问题 。 其 他 合成 规则 则 在 以 后 
各 节 中 加 以 讨论 . 


$2 ”表现 外 延 的 投影 与 柱 体 扩张 


给 定 描述 架 (U, J. (XCD. ER f, geF, f 20, id 

45: X(f)— X), (x, yb U(x, y) ах 
这 里 x(f)= X(g) x XU —g), хех), yeX(f ). HAT 为 
Kf Bg ORB. 

BES we Z, E fg . ACF (U). 对 于 上 述 的 因 
Rf Sof >9g), 如 果 已 知 x 关于 f 的 表现 外 延 B= f (Ae 
9 (ХО), 可 以 通过 “投影 ?的 方法 得 到 a 关于 g 的 表现 外 
. 事实 上 , 由 扩展 原理 将 4/ 扩展 为 : 
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и: Y > F (x(g)), B44 (B) ИВ 
Ив: X(g)— 0, 1], х (4/B) (0 


В =, V E. у)= У BG, у) 
Gy) =x yex(f-g) 


#45 B 为 B 从 f 向 g ORB. 
自然 我 们 会 考虑 这 样 一 个 问题 : 对 于 概念 w EN f 
的 表现 外 延 B=/ (4)， 再 求 这 个 表现 外 延 B 从 J 向 g 的 投影 B. 
ЖА}, B 是 否 与 «关于 g 的 表现 外 延 B'=g(4) e. (X(g) 一 致 ? 
即 是 否 成 立 关系 式 |I f MFA) ?下 面 要 介绍 的 定理 62.1 肯定 
地 回答 了 这 个 问题 。 为 此 先 给 出 一 个 引 理 . 
引 理 621 WX, Y, Z 为 三 个 论 域 ; f: XV. g: YZ 
为 两 个 映射 。 对 任意 Ролу FR ACF (X), A 
907 (A))=(gef (A) (6.2.1) 
证 明 对 任意 zeZ, 我 们 有 
90 AN@= У 7000)= V CV 400) 


% SG) 
=v На У, в0)- z) 
= ,YAW у AG)= OSA) 


APA 

因此 (6.2.) 式 正确 。 证 毕 . 

定理 62.1 给 定 描述 架 (U, Z, F], f, geF, f >g, ae : K 
a 的 外 延 为 4， 则 

HIA 0) (622) 

证 明 注意 到 g=4/。/， 即 在 映射 的 观点 下 ,g 是 映射 f 与 
映射 /的 复合 映射 ,由 上 述 引 理 62.1 便 知 (6.22) 式 是 正确 的 。 
ЕФ. 

TN (U, L, (XC) yen N J. gEF, f >g, 记 


#1: X(g) —(X(f)), x= О) {x} x XU — g) 
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# 人 7 为 从 9g 向 了 的 柱 体 扩张 . 
NH ace 多 , 它 的 外 延 为 ACF (U) .对 于 上 述 因素 /与 g 
(f > 内, 如果 已 知 a 关于 g 的 表现 外 延 B—g(A) EF (Xg), 可 以 
通过 “ 柱 体 扩 张 ”的 方法 得 到 E F 的 “粗糙 的 "表现 外 延 。 事 
. 实 上 ,类 似 于 扩展 原理 ,我 们 有 : р 
th: FX) . B thy’ 15B 
МВ: Xf ) lo, 1], (x, y)— (1/B)(x) B(x) 
这 里 x(/)= X(g) x XU —g), xeX(g), yeX(/—g). K 18 
为 B 从 g 向 了 的 柱 体 扩张 . р 
当然 我 们 也 会 考虑 类 似 上 面 的 一 个 问题 : 对 于 概念 w BA a 
关于 g 的 表现 外 延 B=g (A), 再 求 这 个 表现 外 延 B 从 g 向 了 的 柱 
ШКИВ, ЖАЛ B 是 否 与 a 关于 f 的 表现 外 延 B'= f (4)e 
F(X) 一致? 即 是 否 成 立 关系 式 11 g(A)= f (A)? 容易 举 出 反 
例 说 明 该 问题 的 答案 是 否定 的 ; 然而 下 面 的 定理 指出 该 问题 有 一 
种 较 弱 的 结果 。 
定理 622 ”给 定 描述 架 (U, 多 ,Fl F, ger, f2g, z€ ; 
Жо A, М 
470 > f(A) (6.2.3) 
证 明 注意 到 /=gV (f -g) B g AU —-g)=0,# f =g x 
(7-0, HE (x,y)eX(f)=X(g) xX(f —g), 我 们 有 
f(AXxy)= V A(u)= V (Ам) (и) = G. y) 
f (u) = (x,y) 
= V (A(u)|(g(u), (7 —g)(u)) =( x, ) 
=V(A(u)lg(u)=x, (f —g)(u)=y) 
< v (A(u)lg(u)= x) и  AG)= 90)6) 
因此 (6.2.3) 式 是 正确 的 。 证 毕 . 
下 面 我 们 来 看 看 柱 体 扩张 的 一 些 性 质 , 有 如 下 几 个 定理 。 这 
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儿 个 定理 比较 充分 地 表明 了 “ 柱 体 扩张 "这 种 合成 规则 的 特点 。 
定理 623 NMIX CY) = HK H. ER f, 0, 
ВЕЕ, geh, RNA 
(1) &BeF (X(f)), М 


СВ) = ИВ (6.2.4) 
@ #BeF(X(h)), W 

1761250 1 (6.2.5) 
O KBE (x(g), N 

1706088 (6.2.6) 
@ # Be я (Х(/)), M 

17017 В (6.2.7) 


证 明 (1) 注意 到 sol], HIB 6.2.1 不 难得 
4 (6.2.4) KK. 
(20 H f >g>h, Ж XC) EXC —g) x X(g — h) x X(h). 
对 任意 (x, y, z)eX(f —g) x X(g 一 h)x X(h), # 
(OB) (x, y, 2) HCD. z)= B(z) 
(IDG, у, z)= BG 
由 此 可 知 (6.2.5) 式 正确 . 
(3) 对 任何 weX(g)， 我 们 有 
GB) = М (tiB)(x,y) 
уєх(/-9) 
= ay- POBO) 
从 而 (6.2.6) 式 成 立 。 
(4) 注意 到 X(f )=X(g)x X-), ХНЕМ (x,y) EX(g)x 
XU —g), 我 们 有 
(t (42B)) (х,у) = (01 B)(x) 


= V ВС, y')2 BG. y) 
y'EX(f- g) 
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因此 (6.2.7) 式 是 正确 的 . 证 毕 . 

注 : 容易 举 出 反例 说 明 (6.2.7) 式 不 能 变 为 等 式 ， 这 意味 着 先 
投影 后 柱 体 扩张 不 一 定 能 够 还 原 , 一 般 来 说 要 变 “ 大 ”自然 要 问 : 
什么 情况 下 才能 还 原 ? 下 面 的 定理 将 回答 这 个 问题 。 

定理 C ”给 定 因素 空间 区 (1 )}yem, Л, JEF, f2g. 对 
任意 Be %(X(f), ЖАТ ( D =B 的 充分 必要 条 件 为 : 

(V (x, y) e X(f (B(x, у) = B(x)) (6.2.8) 
其 中 xeX(g), yeX(f – 9). 

ER 充分 性 显然 ,只 证 必要 性 。 事实 上 , 若 (6.2.5) 式 不 成 

立 , 则 存在 y,, VEX 一 g), 使 得 B(x,y,)> B(x,y,), 于 是 
B(x, у) <B(z, у)< G, у) 


GD O-. y) 
注意 上 边 最 后 一 式 中 的 是 自由 的 , 取 y= y, E S f F H. 从 而 必 
要 性 得 证 。 证 毕 . 

现在 我 们 再 回 过 头 来 考察 定理 622 的 结论 (62.3) 式 , 提出 一 
个 有 趣 的 问题 : 什么 情况 下 (6.1.3) 式 变 为 等 式 ? 定理 62.2 的 推 
论 可 回答 这 个 问题 . 

推论 62.1 给 定 描述 架 (U, , F], f, g €F, f>g, x€ . x 
МУЗЕЯ A, ЖА 1, о) Г) 的 充分 必要 条 件 为 : 

(V (x, y)eX(f))U(A)G, y=f (4)%)) — (6.2.9) 
其 中 xeX(g)， yeX(f – 9). 

证 明 由 定理 6.1.1 可 知 1//(4)=g(4), 将 该 式 带 和 (6.1.3) 式 
有 (41f(4)) >f (4) BS B=f(4), XA HB) ЭВ. 根据 
定理 62.4 便 知 本 推论 为 真 .证 毕 . 

注 : 该 推论 还 说 明 , (6.2.3) 式 与 (6.2.7) 式 本 质 上 是 一 回 事 , 从 
而 下 面 两 个 等 式 本 质 上 也 是 一 回 事 : 

. % (A), М.С; p 6.2.10) 
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定理 625 ”给 定 因素 空 间 { XO )} ycp, 对 任何 f, ger, 
f>g, RNA 
(08 (B un EX (g) R NRW TN (表现 外 延 ), 则 


tC UB)= U (ts B) (6.2.11) 
te T te T в 
tC B= N (4,8) (6.2.12) “ 
(2) 设 ве, * B A Х(д) % f A i R, М 
E= (17 В) (6.2.13) 
(3) N Be A # B XC) HNA B° , N 
上 Be S (17 ву (6.2.14) 
(4) ЗВ} т 是 X(f ) 中 一 族 模糊 子 集 (RRA), N 
100 в) = U (YB) (6.2.15) 
«ет ет 
ИСО B®) EN (4/80) (6.2.16) 
ет ет 
(5) NB, BOE (AC), п=1, 2, 3, =, М 
B® t B >(1/B%) t (В) (6.2.17) 


这 里 BO HN 0 B=B. 


证 明 (I) V (x,y)ex(f)=X(g)x XU —g), 有 
(t ( U B(x, y)=( U B%(x)= М BR) 
ет ет te T 
„(t. ND. y)=( U (HBO) Y 
因此 (6.2.11) 式 成 立 . 同 理 可 证 (6.2.12) 式 . 
(2) V(x, y)eX(f )=X(g)xX(f -9g)， 有 
( B°) (x, y)=B"(x)=1— B(x) 
=1—(1{B)(x, y)=(1/B) (x, y) 
从 而 (6.2.13) 式 为 真 。 
(3) у(х, y)eX(f )=X(g)x BY —g), * 
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(GB 0) =1-04,8)0)=1-, ex PG Y 


) = у = v (i 
(+, 0 are Co y) заа В (х, y) 


кенине G В) <7 BV), & (6214) RE 
й. 
CER (х, y)ex(f )=X(g)x XU 一 g)， 先 证 第 一 式 : 


6440 U BOE UBM >) 


у B® =V( V B” 
te br eave „ 


= V 4 BO) ( U (4; BOY) 
ет ет 


因此 第 一 式 成 立 ; 再 证 第 二 式 : 


f O) üi 0) 
6. ))(x) = о oi? (x, y) 


У (ABO y)) 
Texty- 9) te 
(NG, 1 8°) = А \ (+, 1 B)(x)= A (C a Е ,y)) 
注意 到 ， 对 任何 yeX(f 一 g), 有 
< б 
А \ BOC, DEA С . у)) 
0 
V A BY A м (9 
yex(f- Pak у) < ыы oe) 
从 而 第 二 式 得 证 . 


0 y f 0 
(5)BOt B= U BO =B= 4, B= 4,( UB) 


= UBAS, Be) tü; 
E 
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2626 BX yen -TARS H, K F ih ff N 
族 独立 的 因 束 族 {了 ,}wen， 若 置 1 V f, M 


Ne , BO) =П B® (6.2.18) 
证 明 对 任何 we [[ XQ ) * (wlw: 7 UXG,), we 
ет te 
XC. ), t€T}, RNA 
CO (ty BOM) A (14 BH) 
= Л Bo w(t) = (П BC) 
ет ет 


НИ: (6.2.18) KEM. 证 毕 . 
给 定 描述 架 (U, Z, F), G=(/f,, , 大 } 为 正中 一 族 独立 的 因 


K. 1 VN. 取 概念 ae 多 ， 其 外 延 为 4e.9 D. MEE 


构造 出 a 在 诸 表现 论 域 XC )(j=1, 2, , m) 中 的 表现 外 延 B(U1 ) 
(j=1, 2, „m), E E 6.2.6, 可 知 在 表现 论 域 K(f ) 中 的 表现 外 
* BY) ME 


й BU,)= П во) 280) (6.2.19) 
W. ff N (xu, х, ö x)ex(f)= П x) * 
1-1 
BUF) (x, Xn . x.) < ABU) (6.2.20) 
我 们 用 Л BG Gp 作为 BU Men , хо АЗН. 


§3 ”高 维 状态 空间 的 降 维 与 ASM, 函数 


在 柱 体 扩张 合成 方式 中 , # f= Ç 1, W Fuzzy RE ХО) 中 
的 表现 外 延 的 隶属 度 的 以 在 诸 X(f.) (=I. 2, =, m) 中 的 表现 外 
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延 的 隶属 度 的 最 小 者 为 上 界 。 但 是 ,这 种 合成 方式 有 两 方面 的 缺 
点 : 一 是 合成 中 未 考虑 f, , . 万 的 相对 重要 性 ; 二 是 合成 中 
未 考虑 诸 因素 的 状态 组 合 效应 。 

但 是 ,在 实际 合成 的 过 程 中 忽略 以 上 两 方面 是 欠 妥 的 。 比 如 
一 支 球 队 的 水 平 高 低 不 仅 与 各 队员 的 水 平 有 关 ( 更 不 是 由 该 队 中 
水 平 最 低 的 队员 水 平 决定 ) 而 且 与 队员 闻 的 配合 有 关 , 同 时 各 队员 
在 队 中 所 起 的 作用 也 不 一 样 . 为 此 ,我 们 将 给 出 一 种 新 的 方法 来 
研究 高 维 Fuzzy Ж. 这 种 新 的 合成 方法 是 用 综合 函数 对 的 状态 
空间 X(f ) 进行 降 维 获得 一 维 空间 Xf ) ,然后 再 讨论 Fuzzy RE 
XJ) 中 的 表现 外 延 . 换言之 ,用 X"(/) 中 的 表现 外 延 近似 地 作为 Fuz- 
区 集 在 XW) 中 的 表现 外 延 而 不 是 用 诸 ХО) (j=1, 2, …, m) 中 的 
表现 外 延 直接 合成 。 降 维 的 过 程 图 示 如 下 : 


f Е НЕ М. 的 作 
U x=] Xf) ”用 是 把 m 维 的 点 Г(и) = 
Z= (х, xz „ x.) (хех ), 
<, |м. j=1, 2. 综合 成 一 
X'(f) 维 点 ,我 们 称 此 过 程 为 状 

态 合成 . 


№ 6.31 状态 空间 的 降 维 
特别 地 , 当 我 们 考虑 


某 个 概念 的 外 延 4 时 ,可 以 采用 变换 状态 空间 的 方法 , BB X 0) 
AO) MX) Sto, 11(j=1, 2 , m). Ast, 讨论 
[0,1]" 上 的 状态 合成 (或 降 维 ) 具 有 普遍 意义 。 此 时 的 状态 合成 又 
可 理解 为 一 种 近似 的 高 维 Fuzzy ROAR. RH, 状态 的 合成 M. 
化 为 Mau: [O, 1]"— [0, 1), (а, Xa, „ x.) > M. (xi, xz, , x.), HK 
之 为 标准 综合 函数 .其 中 有 一 类 重要 的 标准 综合 函数 , 它 满足 


JU. & „„ . (6.3.1) 

j= j= 

我 们 称 此 类 综合 函数 为 可 加 型 标准 综合 函数 , 简称 为 ASM, ë 
17 


数 . K (6.3. D 外 , ASM, 函数 还 有 一 些 基本 要 求 ,其 中 包括 

(1) XS Y>M,(X)<M,(Y) 

O) M. G.. 7, x.) 对 每 个 变 元 连续 . 
以 后 ,为 了 叙述 上 的 方便 ,不 妨 限 定 M. 的 定义 域 为 (0, 1]"( 在 x;==0 
处 用 极限 加 以 描述 )。 

例 631 下列 函数 都 是 ASM, S. 


(D A: ©, U. 10, U. Gi. —, ) Д 
(2) V: ©, II —[0, 1], CG. , x.) MS 
(3) L. 00, 11—00, U. LG. 555 wx 
(其 中 welo, nA S 1, wj 为 m 元 函数 ,对 每 个 变 元 连续 ) 
% M. G. x)= Ў бах) (ае 0.1, Ў a=) 
(5) M.G , x- У (a, Ge (0,1), Yaa 
(6) M. . x)=( Ë x)" 
00 M. . -= >0) 
(8) M. (x. x)=( È a,x)? 
(p>0,a¢ [0,1], > 4,1) 


其 中 (3) 是 人 们 习惯 采用 的 加 权 求 和 。 这 种 综合 函数 具有 良 
好 的 性 质 , 便于 应 用 。 现在 决策 分 析 等 领域 采用 的 加 权 求 和 是 常 
I NN u. 9, (I= 1. 2. , m) , K. H i E A HR 
FD 
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$4 ”惩罚 型 变 权 


如 前 所 述 , 加 权 求 和 函数 是 最 常用 的 ASM, 函数 , 它 的 一 般 形 
式 为 


Li 50 - wx; (6.4.1) 

一 、 变 权 综 合 的 背景 
人 们 最 为 热 悉 的 加 权 求 和 是 (64D 中 w (j=1, 2, … Я 
* v 1. Fee U NE. EE uu 


合 , 诸 МОШ, WO = (00), wP, , wW 称 为 常 权 向 量 . 

常 权 综合 在 一 定 程度 上 反映 了 事物 关于 各 基本 目标 (因素 ) 的 
BARE, 其 常 权 反映 了 各 基本 目标 (因素 ) 的 相对 重要 性 ,这 比 起 
单纯 的 取 大 ( 取 小 ) 综 合 函 数 而 言 村 合理 得 多 , 因而 在 许多 场合 中 
被 广泛 采用 . 

NM. 无论 单 目标 优 度 的 组 态 如 何 , 一 味 采用 常 权 向 量 加 以 综 
合 在 某 些 问题 中 会 出 现 明显 的 不 合理 现象 。 

A641 考虑 某 项 工程 设计 方案 ,该 方案 是 否 付 诸 实施 与 两 
个 重要 因素 有 关 : f= ЧА, h= 必要 性 .假定 它们 的 重要 程 
度 相当 , 即 权 向 量 为 W®=(0.5, 0.5)", x (j=1, ) 表示 单 因素 优 
BE, 则 方案 的 常 权 综合 函数 为 

У Gy, xx)= M,(x,, xz) O. Sxi +0.5x, (6.4.2) 

车 有 两 个 方案 4 和 B, E HN m N Ж N NK R = 
(0.5, 0.5) 7 M X= (0. 1, 0.9)", BWA М0= М2 =. 5. 但 
这 明显 与 实际 不 符 , 因为 方案 B 尽管 很 必要 但 几乎 不 可 行 故 
应 该 放弃 , 而 方案 4 相对 而 言 可 行 性 和 必要 性 均 具 备 故 应 为 选中 
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BR. 

实际 上 , (6.4.2) 相 当 于 承认 了 因素 之 间 的 可 蔡 代 性 。 但 是 ,在 
实践 中 要 考虑 的 因素 是 不 可 蔡 代 的 。 比如 说 , 在 学 生成 绩 评定 中 ， 
不 能 说 用 数学 成 绩 100 分 来 弥补 语文 成 绩 20 分 的 不 足 而 认为 该 
学 生 合格 . 

也 就 是 说 , 常 权 综合 的 不 合理 性 首先 在 于 它 违 背 了 决策 中 因 
素 的 不 可 替代 性 . 

另 一 方面 ,我 们 来 分 析 一 下 一 般 的 二 维 ASM, 函数 M, 


(0,1) (1,1) 


(0,0,0) (1,0,0) Xi (0,0) (1,0) Xx 
G) 0) 
图 641 优 度 曲 线 与 等 优 线 

我 们 可 以 在 P, II 中 用 等 优 线 来 反映 优 度 分 布 情况 . 由 
M,(x,, xz) =c (ce[0, 1]) 构 成 XO% 平 面 内 的 一 族 曲线 ,它们 是 
M,=c 和 M,=M,(%, , 加) 的 交 线 在 了 O% 平 面 内 的 投影 。 特 别 当 
M. G- = x + wx, Hf, HHN f H Ad (0, 0, 0) 4 (1, 1, 
ID 的 平面 ,其 倾斜 方向 和 角度 由 权 向 量 W 人 确定 ,其 等 优 线 为 一 族 
平行 直线 , 等 优 线 的 法 线 方向 即 为 WORT. 


(0,1) (1,1) 


(0,0,0) (1,0,0) Xi (0,0) (1,0) Xr 


@ (6) 
图 642 常 权 综合 的 优 度 曲 面 与 等 优 线 


我 们 用 常 权 向 量 W'9= (wO, wP, =, wO 3 K N NK É 
重要 性 .为 了 避免 如 (6.4.2) HF AH, BK X9)=(0.1, 0.9)" 
的 评价 ,可行 的 做 法 是 增加 x( 最 差 的 单 因素 优 度 或 评价 值 ) 的 权 
Е. 这 是 一 种 对 缺点 进行 “惩罚 "的 综合 形式 。 对 此 ,我 们 给 出 体 
现 这 种 “惩罚 "作用 的 变 权 公理 的 定义 , 称 之 为 惩罚 型 变 权 公 理 体 
Ж. 


=. BHBERHDABKEAXLANARRK 
定义 64.1 Hw, (0, 1]” — [0, 1] G=1, 2, =, m) 满足 
() 归 一 性 : Ew , x,)=1 
(2) 连续 性 : у(х, , x.) GEL, 2, , m) 关于 每 个 
变 元 连续 . 
(3) SAE: wx, . x.) (=1, 2, , т) RF BIH x, 
单调 下 降 . 


则 称 wi, Wo s, Wu NAR. 
Ж: OF w, w, . w, АЕТ, ML. G х,) 


Sue „ O ASM, 函数 , 称 之 为 惩罚 型 变 权 综合 函数 ; © (3) 
2 


的 作用 在 于 当 NOH NA . In m NHR; ® N 
用 惩罚 型 变 权 综合 函数 进行 状态 综合 时 , 要 想 取得 较 好 的 综合 值 
(综合 评价 值 ) 就 必须 每 一 个 单 因 素 状 态 (评价 值 ) 都 不 太 低 , 因此 
惩罚 型 变 权 综合 是 一 种 惩罚 缺点 的 评价 方式 , 它 正好 能 克服 前 面 
例子 中 出 现 的 那 种 不 合理 现象 。 

注 培 庄 先 生 最 早 提出 的 变 权 经 验 公式 "1 
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(o) 
= Wi № 
Ge 05 уре ир ; 
wo (6.4.2) 
e 05 e ыы, 


Ву ЕТ (m=2). 对 此 我 们 可 以 进行 推广 到 т 维 的 
情形 , 即 


wi 
(хи, . x.) = Mia» х.) тета xL 
1+> Nim (Xis x.) > = 
i=l imi X; 
w 
> x, 
W(X, s X.) = тб» Xa) w = 
1+> Nin(% x.) > — 
aml Fi x, 
(6.4.3) 
wo), 
— XÁ X. — 
w. (Xi. „ xX.) erer I ) Í 9505 
1+ n. -G, x.) YE 
* m x, 
wo 
x, 
w. (Xi. . Xa) = —r 1 = 
1+ т.б х.) N 0 
i=l mi ху 


wx 
其 中 17 One (i, j=1, 2, , m, ij). 
j Xi 


为 了 生成 一 组 惩罚 型 变 权 , 我 们 引入 惩罚 型 均衡 函数 . 
定义 64.2 FMR B. (0, 1]" 一 R (0, 1)" 上 有 连续 的 偏 
PRA 
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(V1<j<m) w(x, , X) ———— (6.4.4) 


为 一 组 惩罚 型 变 权 , 则 称 BGU. , x) 为 惩罚 型 均衡 函数 . 
定理 641 设 gi(D)eCz(0,1] 且 g (220, 07 (0)<0 i. 
2, =, т), M B,(x, …, x.) =Ë g) HET WIA n M. 
证 明 只 须 证 
We x, ee ИО 


Хи x.) 
具有 惩罚 性 ( 归 一 性 与 连续 性 明显 ) 。 事实 上 
д. - 
T = ag (narod / Fa-) 


v0 ler -LW g; (x) g; (x) 
7 (2015 


= 090709) U w? g (x) | 
wi?) gr (хь) . х,) 
所 以 , G „ Xa) R FR. 
2 642 Üh (t)EC(0, 1)" Н hj () So, Gn j ()) 
(1<j<m), MB. GX, *. IA R. 
证 明 只 须 证 明 


oo 
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G=1, 2, , m) ЖЕЛЕ, RE 
* _ 
Ox 


j 


o aH (GD: Zw? 5 —[wt9]2 h; 16 (In h (x))“ 


S % (х) |° 
P (x.) | 


ay 
wi9(Inh,(xp ) “ | j 
ўн же Є Ë ы (x. 
所 以 w. (xi, , x.) G =I. 2, , m) xf x; N FN. K, (xi, 
, x,) (=I, 2, *, m) = H NN N. K B. GI x> …， 
x.) 为 惩罚 型 均衡 函数 . 
X 6.4.3 M B(x,, х,, , xu) 为 惩罚 型 均衡 函数 , М 


称 


WX, х „ 2B в [Ew P —— 28 (6.4.5) 


(j=1, 2, =, т, Lei. >20) 为 Bp , x.) № (W 


罚 型 ) 变 权 模 式 . 
定理 6.4.3 B(x, x,,…，x。) 为 均衡 函数 ，q(t) 在 B 
的 值 域 上 可 导 且 $'(1)>0, M (p ) (xi, x, , x.) Ac 
为 常数 ) tH BBA B(x, . x.) 与 (9 。B)(xi, xa. 
x。) 具有 相同 的 变 权 模式 . 
ШЕЯ 事实 上 ,由 
90% ° д 
0628) В 9, 


о Ags ° В) OP ôB wo ôB 

Wj Ф'(В) дх, Ox, 
far en Sw (B) 2B Уно OB 5 
k= Ox, = “Ox, 


故 定理 得 证 。 证 毕 ! 
定理 6.4.4 以 下 函数 均 为 惩罚 型 均衡 函数 


(0 L. GC , -E (0 C) (6.4.6) 

D II. G.. ~ k («>0) (6.4.7) 

(3) У, х.) 81-1 е 2501 
8 


(p=(p, p> ` Pa)” 1<p,< 3 , J=1, 2, , m) (6.4.8) 
证 明 (1) K 90) =“ (0<а<1), Мо’ == 97 (t) 
=a(a—1)t"-2<0, K g(t) G=1, 2, , m) 满足 定理 6.4.1 
的 条 件 , 由 定理 6.4.1 K L. (Xi, , x.) 为 惩罚 型 均衡 函 
. 
(20 K h (r) = (020), М Gnh, () = (aint) ! == 
(ink, ()) = -:%<0, WG f/ (e) a 1 0, K h,(t)(j=1, 2, —, 


m) 满足 定理 6.4.2, K П.С, ., x.) 为 惩罚 型 均衡 函数 。 


1 1 5 1 š 
(3) R g, (t) = 6 в 2 p+ ( 6 + 2 р G=1, 2 


‘ 1 x 
„ m, р,<0), Wg/(t)= 2 p+ 2 + Р» m 0700) 
=1—p,<0 (0<t<1)， 从 而 gj (0 为 减 函数 ， 故 gj >g 
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FF 
(0<t<1). Ж 0/00 C= 1. 2, , m) 满足 定理 6.4.1 ЖИ. 
证 毕 ! 

(6.4.6) 式 对 应 的 变 权 模式 为 


WX. x, 77, х) = JE naa (6.4.9) 
(j=1, 2, , m, 0<a<1) 
所 确定 的 变 权 综 合 为 变 权 综 合 模式 工 
v. G . . -F Ew! (6.6.10) 
11 k= 


特别 地 , 当 a= 1 ff 
Убх, Xa, , x.) = У wlx; (6.4.11) 
即 为 常数 综合 模式 . 
(6.4.7) 式 对 应 的 变 权 模式 为 


wo 
z 
(0) 1 
为 x; 


(=1, 2, , т), HBI (6.4.3). E H N EM NA A 
变 权 综合 模式 II: 


= (0) 
V,(x, х s x) = (6.4.13) 
Хи * 


由 上 述 定理 可 以 看 出 ,均衡 函数 中 有 两 种 基本 型 , BD 
Ym: Lox) Gf Oo. / 


W(X1, xz, *, X.) = (6.4. 12) 


IIR: Är ((nh(0)”<0, h; ( 0) 
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#1 6.4.2 ”顾客 购买 电视 机 时 , 从 使 用 寿命 (Ji). 价格 () 51 
ЖОЛ). ЕС) ВЕЖ (Л). еВ (у) 和 质量 (f,) 
七 个 因素 去 衡量 ， 根 据 问 卷 调 查 结果 ， 七 个 因素 的 权重 依次 为 
0.1, 0.2, 0.1. 0.15, 0.05. 0.1. 0.3, ZARA WO=(W, wP 

„ w)? =(0.1, 0.2, 0.1, 0.15, 0.05, 0.1, 0.3)", m 6 个 
品牌 电视 机 的 单 因素 评价 如 表 6.4.1. 
表 6.4.1 


采用 变 权 综合 模式 I， 计 算得 
V,=0.5895 V,=0.3779 V.=0.4732 
V,=0.6188 V,=0.4426 V,=0.4719 
所 以 品牌 D 综 合 评价 最 好 . 
变 权 综合 与 常 权 综合 比较 见 表 6.4.2. 
#642 


C F 


D E 


0.8500 0.5150 0.5150 0.6600 0.6000 0.7400 
0.6076 0.4597 0.4943 0.6385 0.5226 0.6380 
MAE | 0.5895 0.3779 0.4732 0.6188 0.4426 0.4719 
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按 常 权 综合 , 则 排序 为 A,F, D, E, C, B; 按 变 权 综合 I, 则 排序 
D, E A, E, C, B; RERBA I, 则 排序 为 D,A,C, F, E. B. HI, 


变 权 综合 I 是 常 权 综合 与 变 权 综 合 开 的 折衷 . HR as, 则 相应 


的 排序 逐次 趋向 常 权 综合 排序 。 若 取 < , 则 相应 的 排序 逐次 


趋向 变 权 综合 开 的 排序 . 换言之 , 常 权 综合 与 变 权 综 合 下 是 变 权 
综合 的 两 极 . 常 权 综合 忽视 了 因素 间 的 平衡 关系 , 而 变 权 综合 H 
最 注重 因素 间 平 衡 关 系 。 FKE, 对 (6.4.10) 式 两 边 取 极 限 可 得 


lim (xu ., x.) = Иа, s x.) 
2 15 


lim Vilxi, „ x.) = Vx, Хи) 
一 般 来 讲 ,评判 者 较 保守 的 情况 下 < , 即 对 诸 因 素 的 平衡 问 
题 考虑 得 较 多 ;评判 者 较 开明 的 情况 下 , a> L , 即 比较 能 容忍 某 


方面 的 缺陷 。 多 数 而 言 , 取 x= + 为 宜 。 即 本 例 中 六 种 品牌 电视 


机 的 评判 优先 次 序 应 为 D, F, A, E, C, В. 
例 6.43 学 生成 绩 评定 在 教学 管理 中 具有 重要 意义 .一 般 
的 做 法 是 求 平均 分 ,但 这 不 能 体现 各 门 课程 的 相对 重要 性 .即使 
按 加 权 平均 也 存在 问题 , 例如 某 两 名 数学 专业 学 生 甲 和 乙 第 一 学 
期 考试 成 绩 为 
3 6.4.3 
5 


学 企 \ 科 目 | 数学 分 析 | 高 等 代数 | 解析 几何 | 中 共 党 史 
я 85 90 70 90 
a 100 90 80 40 80 


按 学 分 制 , 颖 予 各 门 课程 的 权重 依次 为 0.4, 0.3, 0.1, 0.1, 0.1, 
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语 


英 
7 


则 按 常 权 综合 ,他 们 的 综合 成 绩 为 
Ин =84.5 Vz =87.0 

显然 乙 的 综合 成 绩 比 甲 高 。 但 这 是 不 符合 实际 的 。 因 为 乙 是 
不 合格 学 生 。 尽管 他 的 重要 课程 成 绩 均 高 于 或 等 于 甲 的 成 绩 ,但 
他 有 一 门 成 绩 太 低 (AR BH) 

所 以 ,学 生成 绩 评定 应 采用 变 权 综合 方式 。 

RH n 个 学 生 , 序 号 依次 为 1 2, , п, ЕЖНЕН т 
WR A, Ap. А, RE 4 的 总 评 成 绩 为 x; ， 课 程 4 的 
权重 为 wi. 

RE A, 的 学 分 
Em 门 课程 的 总 学 分 
(wi 也 可 以 用 其 他 方法 确定 )。 

RA m 门 课程 作为 该 时 段 综 合成 绩 的 因素 ,综合 成 绩 作 为 决 


策 变 量 ,而 第 j 个 因素 (课程 4) = ich (51 


ЖАН 100 分 制 考 分 ), =l, 2, , m) 作 变 权 综合 . 

现 以 某 校 某 学 期 成 绩 综合 评价 为 例 ,列举 15 名 学 生成 绩 如 表 
6.4.4. 

根据 学 分 制 ,4 政治 》1 个 学 分 ,《 体 育 》1 个 学 分 , 《教育 学 》2.5 
个 学 分 《初等 数论 》4 个 学 分 《计算 机 运用 基础 》5 个 学 分 《中 学 
数学 教材 教 法 》3.5 PED. 此 六 门 课程 依次 记 为 A, А, . Ao 
故 


(0) 
Wj = 


WO = (ud, wi, =, w)T= (0.06, 0.06, 0.14, 0.24, 
0.29, 0.21)" 
用 x=0, «= 1, wx=1 三 种 模式 与 等 权 平均 进行 综合 


2 
的 结果 见 表 6.4.5， 对 应 的 排名 见 表 6.4.6. 
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R644 


教育 学 | 初等 数论 т evan 


N B 


8 88 
a 


8 8 8 8 
е 
8 


оомо Q + WN 一 


е 
е 


5 


SIRAIN IAR IB 8 
和 
22888 8 8 888 


a 8 8 * 8 


0.693 | 0.781 | 0.745 0.760 | 0.739 


0.686 | 0.778 | 0.726 | 0.758 | 0.732 | 0.748 | 0.753 | 0.734 
0.792 | 0.763 | 0.748 | 0.757 
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§5 ”激励 型 变 权 与 混合 型 变 权 


惩罚 型 变 权 是 一 种 对 缺点 进行 惩罚 的 综合 方式 , 它 有 一 定 的 
适用 范围 。 比 如 在 人 才 评 价 中 ,中 低级 人 才 主要 要 看 到 他 们 的 一 技 
之 长 ,此 时 应 该 予以 激励, 即 加 大 优点 的 权重 。 又 如 , 因素 表示 
“工作 成 绩 ”、 按照 “价值 梯度 "原理 , 工作 成 绩 越 大 付出 的 努力 也 
就 越 大 , 工作 “平平 "是 最 容易 做 到 的 ,要 想 工作 得 更 好 需要 有 “加 
速 型 "的 努力 。 换 言 之 , WR х, WA, x, NN HN M2 . 
为 此 ,我 们 引 人 激 励 型 变 权 .将 惩罚 型 变 权 与 激励 型 变 权 加 以 混 
合 即 提出 混合 型 变 权 . 
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一 、 激 励 型 变 权 


定义 65.1 # w; (0, 1]" — [0, 1] G=1, 2, =, m) 满 
E: 


% 委 一 性 : Èw — х.)=1 


(2) 连续 性 : юх, „ x.) 0=1, 2, , m) 对 每 个 变 元 
连续 
(3) 激励 性 : wa . x.) G51, 2, , т) 关于 变 元 x 
单调 上 升 
则 称 w, (X. , x.) (=I, 2, , т) 为 一 组 激励 型 变 权 . 
定义 6.5.2 MB: (0, 1]" 一 R， 若 B(x, …, x) AA 
连续 偏 导 数 且 
„(Ki. Xa) = — G=1, 2, , т) (6.5.1) 
kel х, 
为 一 组 激励 型 变 权 , 则 称 ВО, . x) 为 激励 型 均衡 函数 ; 称 
(6.5.1) % BG. , xn) 的 (激励 型 ) 变 权 模式 , 它 所 导出 的 ASM, 
函数 为 
v. -F 8 [Ese 32 ys 
b 8 1-1 дх, k=1 А ox, 7 


容易 验证 , 下列 函数 为 激励 型 均衡 函数 : 
CD в, . -F (а>1) 


A. 1 1 5 1 
D B. . х) [6 2 PATE + p)x] 
(р= (рь рь . р)", — 3 SpjS0, j=1, 2, , m). 
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2. BERBER 


所 谓 “ 混 合 型 变 权 "是 指 该 变 权 关于 其 些 因 素 具 有 惩罚 性 , 而 
对 另外 一 些 因 素 具 有 激励 性 . 无妨 假 定 关 于 Л, Ji. J. E 
的 ,关于 Л, 77, 所 是 激励 的 (0 和 <!I<m). 在 混合 性 意义 下 , XH 
公理 具有 如 下 形式 : 

定义 65.3 3 w (0, 1]" 一 [0, 1] (7= 1 2, , m) 满足 : 


CD te: Ум, . x)= 


(2) 连续 性 : w(x, `7, Xa) G=1, 2, *, m) 关于 每 个 变 
元 连续 

(3) ВВ: их, . x.) ЖР х, HM FK. HNA 1 < 
GSM, wy, , x.); KF x; H N 9 НЫ š I+ 1<j<Sm. 
N wi, x.) (J- 1. 2. т) —# 8638364; 称 为 惩罚 数 ， 
m 一 1 为 激励 数 . 

BR, 当 1=m 时 , 混合 变 权 退化 为 惩罚 型 变 权 ; 当 !=0 时 , 混 
合 变 权 退 化 为 激励 型 变 权 . 

类 似 地 ,我们 可 以 定义 混合 型 均衡 函数 . 

A6S1 下 列 函数 为 混合 型 均衡 函数 : 


(1) BO, х, `", жду ж (0 C I, B>1) 


00 Böer . FIC N РОС 4 ppl 
( 当 1<j<1 时 ， — 3 < pi<0; 当 1<j<m 时 , 17 8) 

我 们 很 容易 给 出 L 型 混合 型 均衡 函数 的 一 般 要 求 . 

定理 651 # g,(t)eC°[0, 1, B g; (t) O (j=1, 2, ~, 
т), 而 当 1 97(0)<0, 4 I<jSm M, g/ (0 o, М 
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BG, x . х.) Уо) RA . 
证 明 只 须 证 明 


ôB 
wo <В. 


x 


жх.) (=1,2,--- т) 


为 一 组 混合 型 变 权 。 事实 上 ,由 9 =g), K 


dw, „ef о) н: (Le x) af 


ox, j 


[war GO 


wi g'(x) 1 wig! (x) 85 1<j<l 
Lea) Ужа) (20 e 
所 以 , 当 1<j<1 时 ,wj(x。…, x.) 为 为 的 碱 函 数 ; 当 1<j<m 


M, „/G. . .) 关于 为 单调 增加 . 至 于 归 一 性 与 连续 性 ， 
N H. 


=. XS EKS Weber Fechner 特性 


Я Са, , x.) (= 1.2 ,m) 为 一 组 混合 型 变 权 , 假 
定 w ( Xi, , x.), , w (xo Xa) WA. w. (KI. , x.), 
*, w. (xi. , x.) 为 惩罚 型 ,我 们 按 下 述 方式 构造 综合 函数 
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1 +Ë we a) xy 
vas | 一 站 一 | 
1+ wx", x.) x, 
fate (6.5.2) 
9 4 t20 
0 t<0 
#4 
em Slee ada ha Se Gone) (6.5.3) 
W (6.5.2) 式 化 为 


Уба) Се =) (6.5.4) 
a Alf. УС, . x.) - , RRR VG. . x) 
的 值 由 ef ЕЖА ЗЕН ARE SIE. 另外, 45 
很 小 时 , 亦 可 视 


W. x) „(I = (655) 
现在 我 们 从 另 一 个 角度 来 分 析 一 下 (6.5.4) 式 。 + 
е= фи, h u (6.5.6) 


WH <, (6.54) LEH 


Ve -A = 53. n! +th(—-logsnu)] 657 
Hh thx X x MWh EY. (6.57) КБ Weber- Fechner 定律 取得 
了 一 致 , 即 该 式 将 thx 所 表达 的 特性 加 到 了 具有 对 数 特性 的 Weber- 
Fechner 规 则 上 。Weber - Fechner 定 律 被 广泛 用 来 表达 生理 学 、 心 
理学 中 与 感觉 系统 有 关 的 输入 输出 之 间 的 非 线性 关系 。 实际 上 ， 
变 权 在 本 质 上 是 生理 学 ,心理 学 某 种 规律 的 体现 。 因此, (6.5.7) 式 
意味 着 变 权 分 析 具 有 深刻 的 心理 学 背景 . 
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$6 ”折衷 型 变 权 


混合 型 均衡 函数 及 其 导出 的 混合 型 变 权 在 一 定 程度 上 体现 了 
“ 既 惩 恶 又 扬 善 " 的 评价 思想 。 其 作用 是 对 某 些 因素 进行 惩 的 同时 
对 另 一 些 因素 进行 激励 。 因 此 ,在 某 些 方面 没有 明显 缺点 且 在 另 
一 些 方面 很 优秀 的 对 象 将 取得 较 好 的 评价 值 。 如 果 这 是 对 人 才 评 
价 的 话 , 则 是 专 才 评 价 模式 。 比 如 说 ,在 录取 研究 生 时 , 一 般 优 先 
考虑 外 语 和 政治 不 要 太 低 而 与 研究 方向 相关 的 专业 课 特别 优秀 的 
考生 .这 相当 于 对 “外 语 成 绩 " 和 “政治 成 绩 "这 两 个 因素 使 用 惩罚 
而 对 “专业 课 成 绩 " 采 用 激励 . 

然而 ,就 人 才 评 价 而 言 , 除 特定 的 人 才 评 价 外 ,评价 体系 应 该 
有 利于 具有 各 种 专长 的 人 才 成 长 。 特别 是 大 量 的 中 低级 人 才 评 
价 更 应 看 到 他 们 的 一 技 之 长 而 不 管 这 一 技 之 长 是 哪 一 方面 的 。 这 
FE, 在 变 权 综 合 中 固定 对 某 些 因素 进行 惩罚 或 激励 是 不 够 全 面 
的 。 比 较 合理 的 是 对 每 一 因素 设 定 一 个 状态 水 平 (可 以 称 作 “及 格 
水 平 "), 低 于 这 个 水 平 予以 惩罚 ,高 于 这 个 水 平 则 予以 激励 。 不 同 
的 因素 , 这 个 水 平 可 以 不 同 。 一 般 相 对 重要 的 因素 及 格 水 平 较 
高 ,而 较 次 要 的 因素 及 格 水 平 可 以 低 一 点 .为 此 ,我 们 提出 折衷 型 
XK. 

定义 661 N pe I-. II-, E w; (0, II — lo, 1] G= 12, 
…,m) 满足 

(1) 归 一 性 : Хю, „ X. =l 

(2) 连续 性 : w. (XI. . x.) 对 每 个 变 元 都 是 连续 的 

(3) Ff Ack: A= p, IM, w(x, , Xa) N x, H N 
减少 , 当 x2 e- 1 H. (Xi. , x.) A x, HN, М 
wx, „ x.) G=1, 2, , m) 为 一 组 折衷 型 变 权 ，Pp= (р, 
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Po „ Pa) BARAER w, (ri. . .) (-I. 2, =, m) 的 
激励 策略 ，p, 称 为 因素 万 的 及 格 水 平 或 激励 -惩罚 拐点 (j 一 1, 2, 
oy m). 

我 们 注意 到 折衷 型 变 权 是 最 为 广泛 的 变 权 , 这 是 因为 : GD 
V1<j<m, pj=1 时 ， 它 退化 为 惩罚 型 变 权 ; (ü) vj em, 
一 1<pj<0 时 ， 它 退化 为 激励 型 变 权 ; (ii) 当 1<j<1 时 pj=1 且 
当 1<j<m 时 一 1<p,<0， 则 它 退 化 为 混合 型 变 权 . 

定义 662 MB: (0, II x[-1，1]” — R, (х, p) BG, p) 

RA XT x, AEN (j= 1, 2, , m) H 


wp 
wj(X1, “Xa)= — o 55 
г. 
为 一 组 以 p= (р, s Pa) 29 8 HE Me ASH LAW EAL, NN B(x, р) 
为 以 p 为 策略 的 折 囊 型 均衡 函数 . 


定理 661 i%u,(D(j=1,2,--,m)#E (0, 1) 上 二 阶 可 导 , 且 
满足 

(D u/(02>0 

(2) 4t<p, BR, uf , М t>p BL uz(02>0, 


则 BOn . з.) -F 90 p=(p, . N WHERE HS 


均衡 函数 (其 中 || p l| <m) 
这 个 定理 是 容易 证 明 的 . 事实 上 


(9) 0B 
ow, _ 0 ox, _ 0 ( м u(x) у 
9х Ox, > wh ôB x Lyle u, (A,) 
k=l i x k=1 Ë f 


м ити Ги (а) шух) 
(ўме a 0!“ 
wid wi? ш (x) 
ICs 
WOD w u (xO) 


EN 


и" (x) 


>0 


а wo] pad 
所 以 当 0 < x, < p, В, = <0, М w(x, , x.) 关于 为 为 
PRR. 

4 pj<x,<1 t, = 20, Ë) wi(xi，…，xe) 关于 为 为 


HBR. 
#0661 设 


1 pet ped +1 
и (t) 6 t 2 p +( 6 + 2 pt (6.6.1) 
(j=1, 2, , m, H-1<p,<1) 


В, (х, х.) = идя) 为 以 р= (ра, `, Pad” 为 策略 的 


折衷 型 均衡 画 数 . 
事实 上 ,此 时 
u;(t)= 4 tit 2 + 4 P; 
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РОЯ <0 O<t<p, 
ае l. p; <t<1 
u(0)=0 u(1)=1 

配方 得 ， 对 -1<p,<1 有 


цо) =F -p+ +1 ру p 
2 CD ++ eo 
u(t) G=1, 2, , т) AREE 661 ZER. 
B (6.61) K th fg u(t) (j= 1, 2, , m) 给 出 的 B(x,，…， 
-F N E 


1 5 1 
WI x px + 5 2 p) 
W. (XI. Xa) = 2<——— —24V ——ͥ2̊X¹m 1 5 i 
У» хі p. x. + 6 + > p.) 
(j=1, 2, , m) 
GR pj)= p =I, 2, , m), W (6.6.2) 式 化 为 
1 5 1 
УР pest 5 +5 Po) 
< 1 5 1 
Les XE po x, + 765 + > Po) 


(6.6.2) 


W. (XI., x.) (6.6.3) 


(j=1, 2, *, m) 


* N. 2 p= (j=1, 2, =, mm)， 则 (6.6.3) 又 化 为 


1 1 13 
wy A> уж +12) 

We x.) = 7 1—13 Ub) 
Lewy * 2. + 120 
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$7 ” 变 权 的 一 般 理论 与 多 目标 决策 


一 、 变 权 的 一 般 概念 与 定义 


变 权 分 析 是 我 国 著名 学 者 汪 培 庄 教授 于 80 年 代 率先 提出 的 一 
种 新 的 综合 决策 方法 中。 李 洪 兴 在 参考 文献 [12] 中 第 一 次 引入 了 
变 权 的 公理 化 定义 随即 又 将 这 一 定义 推广 为 混合 型 变 权 使 之 更 
一 般 化 并 研究 了 变 权 与 Weber- Fechner 定律 的 关系 "我们 在 参 
考 文献 [18] 中 较 深 入 地 研究 了 均衡 函数 从 而 给 出 了 一 大 类 后 来 
被 称 之 为 惩罚 型 的 变 权 。 文 献 [19] 将 变 权 分 析 的 研究 进一步 深 
人 ,指出 了 变 权 分 析 与 效用 理论 的 关系 并 首次 提出 了 折 囊 型 变 权 
这 一 普 适 概念 , 从 而 使 变 权 的 一 般 概念 逐步 明晰 起 来 中, 文献 [20] 
中 给 出 了 某 类 折衷 型 变 权 的 激励 策略 的 特殊 解法 , 文献 22] 给 出 
了 折衷 型 变 权 的 较 一 般 的 定义 。 文 献 [23, 24, 25] 等 给 出 了 变 权 的 
一 些 具体 应 用 . 

在 上 述 文献 的 基础 上 , 本 节 将 给 出 折衷 型 变 权 的 公理 化 结构 
ЭНЕН, 因素 组 态 的 协同 度 等 。 

下 面 先 给 出 变 权 的 一 般 概 念 与 变 权 的 基本 类 型 。 

W I. - (Gx, х, , x.) IO SX, I, j=l, 2, , т} 为 
R" n 于 为 也 的 内 部 ,我 们 记 0= (o, 0, —, 
0)7, е= (1, 1, , 1)7, x= (Xi, Xn , Xa) 了 一 (PP ^^", 
Pa) 19 т Я 向 量 ; w(x “O, w,(x), , w. (х) 为 
m 维 函 数列 向 量 . 

定义 6.71 Wpel,, TERA 车 w(x) WE: 

(1) w (x)>0 

(2) e™w(x)=1 

(3) vje(1, 2, , т}, # 
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Ow, (<0 K, Sp, 


а >р, 
(4) viell. 2, =, т}, # 

= 0 A 

E. . x, +w,> 0 
则 称 w( 为 以 р 为 激励 策略 的 变 权 , 简称 变 权 ; 称 p 为 变 权 w(x) 
的 激励 策略 ; 称 函 数 V =W RNA AN. E we) 除 
() ~ 的 外 还 满足 

(5) Hm w(x)=1 (j=1, 2, , т) 

„ o- 


则 称 w(x) K. 简称 (s, w) 型 变 权 . H w(x) R (1) = 
外 还 满足 
(© Ша w(x)=1 0-12, =, m) 


则 称 w(x) 为 强 激励 变 权 , 简称 为 (w, s) WEB. 

车 变 权 w(%) 的 激励 策略 р=е, WK w(x) 为 惩罚 型 变 权 ,简称 
imp MEN, 若 w(x) 的 激励 策略 p= 0, 则 称 w(x) 为 激励 型 变 
权 , 简称 为 pen 型 变 权 ; 车 pe(0, 1)", u wo) 为 混合 型 变 权 ， 
简称 为 mix 型 变 权 . 


例如 文献 [18] 中 给 出 的 变 权 w(x): 
Why .. v) Н (6.7.1) 
Sete 
k=1 


(0<x<1) 即 为 imp AH (5, w) EN. 事实 上 ,由 于 


[27] 


Як _ ôw д 
ox, [х w= Bx x; +w, = ox 


1 


Ух! 
k=1 
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аю {юх -È wx] wa- Иж? 
— Ei 


Èw (ә = Р 


abe | P wP + (1-а) нәм e 
[Lw T 


故 条 件 (4) RN. 另外 ,由 文献 国 0 p=0 H „- 0* 时 


>0 


: А W XT 1 
Jimm i -1 


m. Cyv boxt + wx! 

0%] 

所 以 wo) 28 (s, w) 35. 

Ж 671 若 w(x) 为 以 了 为 激励 策略 的 变 权 , М wO) = 
w(e 一 加 为 以 e 一 p 为 激励 策略 的 变 权 ; FF w(x) Я (s, w) 型 变 权 , 则 W(x) 
为 (w, S) N. 

证 明 о), xx . Xa), W. xw “5 Жо), 
Wa (x xx s, x.) T- (Wi (I xi, I x, „ I- x.), 
w(I—x;, 1-х, , I- x.). . . (I- Xi, I- x2, . I- x.) T. K 
Я > 满足 变 权 定义 中 的 (1) 和 (2), wo) 以 ?为 激励 策略 故 


ôw m u, p, 


ди, 1>0 и,> р, 

$ и=1-х, N 
om f. ды Ou 0н (>0 меп 
Ox, i ди, дх, ди, 1<0 ш>р, 


即 一 
ôw { x;<1—p, 
9x, (20 x,>1-p, 
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即 (3) 成 立 。 又 因为 

V,(x)= x7W(x)=x7w(e — x)= 1 — [1 — xtw(e—x)]= 1 – [ет 
wle - х) — x’w(e—x)] =1—(e- х) ™w(e-x) =1- И, (e- х) 
(i£ B р=е-р), МЫ 


ду. 2 ду ду, ду, 
— = t plad- — (0) 一 
Ox, 1 Ox, 900 ди, CD ди, 
2 aw, 
E. u +w,(u)>0 


故 (4) 成 立 。 由 此 可 知 WX) 为 以 e— p 为 激励 策略 的 变 权 . 

RF wd) я (s, w) 型 ， 则 lim wj(x)=1. АМ lim Ww, (x) 
Flim w (e- lim, w,(u)=1. HHN, W(x) (w, s) N. TAE 

WG PRB W(x) =w(e— x) Я w(x) EN. N 

#(х) w(x) 

由 定理 6.7.1 知 ， 若 我 们 要 获得 一 激励 型 变 权 只 须 先 获得 一 
惩罚 型 变 权 然后 取 其 共 轰 丈 即 可 。 这 为 我 们 研究 提供 了 极 大 的 
WE. 

与 以 往 文献 不 同 的 是 ,我 们 在 定义 67.1 中 加 入 了 公理 (4) , H 


BERERE VO 关于 每 个 变 元 单调 增加 , 邑 -Ge >0 
i 
(j=1, 2,…, m)， 显 然 (4) 是 必要 的 . 
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С 


2 x: 
Ve=EWAX хх 
SA 

` 


/ 


0 (1,0,0) х Р. (1,0,0) x1 
图 671 常 权 综合 函数 了 了 图 672 G, w) 型 变 权 综合 函数 v, 
7 ифи 


1 
I Vp 
| 
i) 
\ 


2 
"еруу 


х 


0 (P10,0) (1,0,0) Xi о P (L00 x 
№673 (w, JELELAR V META ЕВЕ V, 


二 、 由 御 罚 一 激励 效用 函数 族 诱 导 的 变 权 

BH w= OH, wb, , rA. ЙЕ Spi 
В w®>0 (j=1, 2, , m); u) = (и (х), 42%), "°, 
u. (.) T EC? (12) (BP u,(t) e C2(0, 1)), TE u' (x) = (ur (x), 
и; (х,), , 1. (x.) 7. 

定理 672 KI t). S Ci, HAH, u(x)= (u,(x), 
u,(x), , u. (X.) 7, WO N N. pe IL, SWE 

(1) wo9>0 
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<0 t<p, 


CC) En, -r 2 т) 
(3) 对 任意 jell, 2, , т} R xe E, A 
Ew ш) ие, xO + 00120 
则 由 
ж/х) = -Pu (j=1, 2, , m) (6.1.2) 
Ути, G 
0 R б w(x) = (wi (x), wax), , w. (H) 50 p 为 激励 策略 
的 变 权 . 


证 明 w(x) 的 可 微 性 、 非 负 性 (1)、 归 一 性 (2) 是 显然 的 . 
又 


ow, wP uji х) и и, (X.) 一 [wp uj ( u(x) 


ox we u, (x,)] 
2 
w) Хн, Co) ( í 0 x,<p, 
= ur (x, 
Гиор / 2 >0 х>р, 


故 (3) 成 立 。 另 一 方面 ,对 V1<j<m， 
ду, _ 9 т, __9 we ur x:) 
ax, T ox, (ети (х)) Ox, P x|- 


Feb 


оидо) + wu HE wui) -Cw u Cea uss) 


[Zw uc Са) 
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мио) Su- = нн a) Twa) 


Sevi 
wi) Èwou; (x,) Га (x) (x; x.) T u; (*] ; 
> 


E ot (oP 


= ôw, 
T. dr, x, +w,>0 


亦 即 (4) 成 立 。 证 毕 ! 

车 {uj(t)}?- ,满足 定理 6.7.2 的 条 件 , 则 称 (6.7.2) 式 给 出 的 w(9) 
为 {u(r 诱导 出 来 的 变 权 , 称 {u 人 0 学 1 为 woo) 的 惩罚 一 激励 效用 
N. 简称 激励 效用 族 . 

HADAM uO}, BPM BLA AMM: wP ERRE 
一 般 情况 下 人 们 对 诸 因 素 ( 子 目标 ) 相 对 重要 性 的 一 种 认识 ; uf) 
等 则 体现 了 人 们 对 单 因 素 ( 子 目标 ) 的 诸 状态 的 效用 , 即 偏好 程 
№. Ast, 此 变 权 既 体现 了 因素 ( 子 目标 ) 的 相对 重要 性 又 体现 了 
单 因素 ( 子 目 标 ) 状态 的 偏好 . 

FMR Ни (0), WE 0<и(0) <1 (te (O, 1), j=1, 
2, „ т), MAC N.: 是 正规 的 . 

MM. Ru,. 如 


u(t) = + t- 4 patt4t G=1,2,-m) (6.7.3) 
Mu (D), 为 一 激励 效用 族 . 
定理 673 Fu, (t)] 7, X w (x) 的 激励 效用 族 , N 


M- u, (I- D), 为 W(x) 的 激励 效用 族 (其 中 M 为 一 充分 大 
的 正 数 ). 


146 


证 明 ) M- (1-1) G=1, 2, , т). BR v(t) 
是 有 界 的 (j=1, 2, , т). XAXA, vj (t) =[M —u,(1 — DV 
=-uj(1-t)- (-1) =u/(1-0)>0, K v'(x)>0. 

X 07(0)= -и1-0), & 


offre 1-t<p, 
; <0 1-t>p, 
wp ( <0 t<1-p, 

t 
" 700 t>1-P;- 


此 外 ， 
Хо GDI, DG a GDI 
Ўша а-а-а) I-II 


SË иа -xA U- -C- DIC x)]1>0 


ЖЕЕ» R q=e-p, (o, F 满足 定理 6.7.2 K H. 
而 它 所 诱导 的 变 权 如 


99 6 (1 
22 ии, (x) = _wj u (l — x) 


LwPuc) нәш) 
=w(e— х) 
(j=1, 2, , т) 

* „-. „. . e- be-. 
wale), =", w.(e—x))'=w0) N „ из, & 
导 的 变 权 )。 E 

变 权 的 激励 效用 族 具 有 以 下 三 种 类 型 , 即 惩罚 型 .激励 型 和 折 
BA, OWA 6.7.5 (а). (b). O NZ. 
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1 
i 
1 
1 
1 
l 
l 
1 


0 Т 
(a) 惩罚 型 (p 一 0) ©) HD (p — D OH (8600,1) 
#675 ”激励 效用 函数 
w(x) 的 激励 效用 族 与 w 的 激励 效用 族 的 关系 如 图 6.7.6 . 
定理 6.7.4 wQ) 
{u,(t)} 诱导 出 来 的 变 
N. W w(x) 为 (s，w) 型 
变 权 当 且 仅 当 对 Vje{1l， 
2, =, т} 有 lim, и, ( 
= +оо, Е 
证 明 由 于 w(x) 是 激 
= 励 效 用 族 {uw(b}”, 诱导 
图 676 wa) IWO 的 效用 关系 出 来 的 , 故 w(x) 具有 下 
列 形式 


w= SASS _ (j=1, 2, Cer m) 
Zu ‘| (х,) 
# lim ибх) = +, W 


lim % %) =lim w)” uj (x) 
x 0" x wy перет fu) (х,) 


wi) и, (х,) 
xo c и (x) 

所 以 w(x) 28 (s, W) A. 

反之 , 若 对 任意 jefL 2, „ т), 有 jim w=1, 那么 对 任意 


=1 (j=1, 2, , т) 


er, AFK 5>0, 30<x<óB, 


Oy ©) 
Tree =| PD alee 
ўно us G.) ; 
Bp 
. U (x) 
1 一 < ctw и") <1+8 
从 而 


1700 4 1 72 с(1-е) = +o (= 0) 


Jim у(х) = +0. 证 毕 ! 
推论 67.1 Hwi) H ,) AFER, Ш w (x) 为 
(w, s) 型 变 权 当 且 仅 当 对 任意 1<j<m 有 
lim_ ибх) = +0. 
对 于 由 激励 效用 族 诱 导 的 变 权 , 我 们 还 可 以 得 到 
ôw, I 20 Ax. p. 


ox, <0 Bx. . 
定理 675 8 
11 OP ы 
—7t т P C ay. re 


(j=1, 2, =, т), Mc O, 0<р,<1 (j=1, 2, , т) B 
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` max it <а<1 8, {u(t)}7., BK (5, м) A N M 
7 р, 
效用 族 - 
证 明 只 须 证 明 {uj(D}7 ,满足 定理 6.7.2 之 条 件 (1)、 
(2) M (3) NA. 
a) y= и- rto>0 
(j=1, 2, , т) Hl u'(x)>0. 
(2) 易 见 


170 r pat =e ep) Í 


G=1, 2，…， m) 


<0 t<p, 
20 t>p; 


(3) h 1>a2 max 
j 


Wp, 


1 Е . = 
TEB max(1 BETH )， 故 对 
卫 
1+p, 


4 2 1— 


P; 
= = + 
Е ip T ice top > 


L 1 (AE De- -Da-1>0 
所 以 对 0<x.<1， 有 
1 
1=« 
因此 , 对 任意 1<k<m 
1 (x) (X- x) + uj (x) = x; (x; p) (x, x.) + 


( D E= 12 PNA 1) % 120. 
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— — 


В: 2 Е L = 
rm Р жи +2 м 05- Pp) x.) +— x- 
Tp 


P; - P = 
x ы = =P; хх} :>0 


* ÈO aj 
而 lim w/(x)=1 BERS. 证 毕 ! 


由 于 激励 效用 族 诱 导 的 变 权 由 于 其 构造 简单 .含义 明确 ,并 反 
映 了 变 权 与 效用 理论 之 间 的 某 种 联系 , 因此 这 类 变 权 在 变 权 分 析 
中 非常 重要 。 以 后 称 此 类 变 权 为 -型 变 权 . 


三 、 协 调 原理 


Bw) 为 变 权 ，w(%) 为 常 权 ,我 们 定义 因素 的 状态 组 合 x X: 

于 wo 与 ВЖЕ 
„- = PQ) (6.7.4) 

若 p@®)>1, ШЖ x AF мх) 与 w 中 是 协调 的 ; OO =I, NN x 
关于 w) 与 w 中 是 不 协调 的 ; 若 р()=1, WH x 是 临界 的 。 

易 证 

定理 6.7.6 x 是 协调 的 当 且 仅 当 《x, w) -ww>>0; x 是 临 
界 的 当 且 仅 当 (x, м(х) 090) =0; x 是 不 协调 的 当 且 仅 当 《x, wx) 
W 0 <0. 

X 672 N w(9 HEN, wo 为 常 权 , FG =), М 
N * у w(x) ЖТ и ОЯ. 

显然 强 临 界 点 必 为 关于 w(x) 与 w 的 临界 点 。 

Rw) 为 以 了 (0<p<e) 为 激励 策略 的 变 权 ，w 中 为 常 权 , 若 
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wp)=w® 67.5) 
则 称 w(x) Sw” 是 匹配 的 。 


Te CU). 4 30 ЖФ (1-1 2,…,m) . 再 由 变 权 


的 定义 中 条 件 (3)， 有 
ow, | 


дж 
E 
ox 


=0 (6.7.6) 


, 
ow, 
ox, 
即 x= 为 强 临界 点 方程 
ow 
дж 
дт. 
дж 


=0 


, 


N 


=0 (6.7.7) 


Ma -0 
ax, 
ЮЖ. 
若 变 权 w(x) 具 有 激励 效用 族 (u, (H) -i, MAU NA 
(6.7.6) 化 为 
иг (Xi) O 


ur O (6.7.8) 


ul (x) =0 


(这 里 wo) 的 激励 策略 0<p < e). 
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当 w(x) 的 激励 策略 中 有 部 分 分 量 为 0 或 1 (6.7.6) 或 
(6.7.7) 中 只 有 几 个 方程 成 立 . 车 p,=0 N (6.7.7) & (67.8) 中 第 j 
个 方程 换 为 

д 
x >0 或 eo 
& p=1, N (6.7.7) K (67.8) 中 的 第 j 个 方程 换 为 
= <0 或 u/(x)<0 
7 

协调 原理 EN w(C9、 激 励 策略 p 与 常 权 wo 之 间 具 有 如 下 

关系 


(D) 匹配 性 : ) HO <p<e) 
о) 强 临界 性 : 22 l- %4 0<p;<1; 25 0 2 p=0; 


Aw; <0 ï p=l. 


ox, 

协调 性 原理 描述 了 变 权 的 诸 要 素 间 的 关系 ,是 构造 变 权 时 所 
应 遵循 的 一 般 原则 , 它 大 大 地 限制 了 构造 变 权 的 随意 性 .一 般 情 
况 下 ， 由 专家 给 出 反映 诸 因 素 ( 子 目标 ) 相 对 重要 程度 的 常 权 w o 
和 反映 诸 因 素 状 态 的 及 格 水 平 的 激励 策略 , 然后 遵循 协调 原理 来 
构造 变 权 (多 为 某 效用 函数 族 诱导 的 变 权 ). 

2 677 REC w(x) 由 激励 效用 族 { u,). N. KH 
策略 p 满足 0<p<e, w 为 常 权 Èw- 1, 是 w>0), NM w(x) 
与 w 凶 匹配 的 充分 必要 条 件 是 

и; (р1) = из(р;)= = ..) 
证 明 由 激励 效用 族 的 定义 ,有 
(0) „ 
w(x) = u (6.7.9) 
р u, (x.) 
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REX, w(x) 5 w° DRL w(p)= wt, BJ 


жр) = ж (j=1, 2, , т) (6.7.10) 
将 (6.7.9) 代 入 (6.7.10) RB 
w®-1 w wo ... wt u; (p) 
WW ae 2 “i Pad =0 (6.7.11) 
WO P wp wo Nuo) 


易 知 (6.7.11) 的 系数 矩阵 秩 为 m-l, N m- IN E- 
最 后 一 个 方程 上 得 到 同 解 组 


wP-iwP wO. wD, ушу (р) 
w wy wD, о [их 
„ wasi om Waa we ш О) | блю) 
„ WP wr) Mazon 
m 
11 (р!) 
м: (px) 
D| “: „ee 
12 (p.-1) 
wO-1 w® - WO, 
wo WO . wO 
其 中 p= ig W2 1 Ë 1 
WOO „ wad 
由 初等 变换 法 知 
wOtwO о... мо, 
ра 1 wO м0 Ww 9 
bg : I : 
ww. wi, е 
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所 以 
1 (p) 
% | wtp) emue 
. 10. 1 
№ up) = и.) e uia) EA N. LEB 
证 . 证 毕 ! 
定理 6.7.7 是 重要 的 。 它 指明 了 : 当 0<p<e 时 , 按 协 调 原 
理 确定 变 权 的 激励 效用 族 时 增加 了 边 值 条 件 
и! (р1)= и: (рз) =" =и„(р.) (6.7.13) 
从 而 进一步 减少 了 随意 性 。 如 果 按 定理 67.5 所 给 形式 构造 变 权 
WN (и (0), Ef N 


с=с (6.7.14) 


1 А 
a a) Р) 
(其 中 c> max 1 0) m, ЖА, p 是 


e (j=1, 2, =, m) 
Ly? шб) 


给 出 的 变 权 的 激励 策略 且 p、w(、w(x 之 间 满 足协 调 原理 。 

因此 ， 在 实际 的 变 权 综合 (多 目标 决策 ) 中 先 由 专家 (决策 者 ) 
提出 反映 各 因素 ( 子 目标 ) 相 对 重要 性 的 常 权 向 量 w 和 反映 各 
因素 状态 ( 单 目标 满意 度 ) 的 基本 水 平 (或 及 格 水 平 ) 的 激励 策略 p, 
并 根据 强 惩 罚 ( 强 激励 ) 要 求 (如 果 有 的 话 ), 按 协 调 原 理 构 造 激励 
Жи (t)] M: 


и 1 1 _ _ D; i= 1 = 
wD GAU зау naw Pi 
(j=1, 2, , m) (6.7.15) 
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从 而 获得 能 合理 反映 需要 (观点 ) 的 变 权 并 确定 出 相应 的 变 权 综合 
函数 (如 果 有 强 激励 要 求 则 取 变 权 为 (6.7.15) FSH 38 Е 
权 进 行 综合 即 可 ) 。 更 有 甚 者, (6.7.15) 式 中 aM c 可 取 为 


тар E spay 5 
e= тах 1755 e=max 401 a) Pj (6.7.16) 


四 、 多 目标 决策 的 变 权 方法 
M РО) (JO), ^0) , f.G))7, АЯ R H N 
№, ЛО) (j=1, 2, *, m) 为 4 上 的 连续 函数 。 记 max FO) 
4 (max ЛО), max f,(y), "7, шах J. ON. 
我 们 来 考虑 多 目标 问题 
7 一 maxF(y) 6.7.17) 


R (6.7.17) 的 方法 多 为 采用 “化 多 为 少 "方法 与 多 属性 效用 分 析 
方法 %”1。 但 这 些 方法 均 有 各 自 的 缺点 。 多 属性 效用 分 析 法 的 
缺点 主要 是 价值 函数 难于 确定 , 即使 采用 加 性 函数 仍 还 存在 独立 
性 条 件 验证 难 的 问题 。 而 “化 多 为 少 "的 方法 则 未 能 充分 考虑 诸 有 目 
标的 均衡 性 。 以 线性 加 权 和 法 中 为 例 ,采用 


vo- (6.7.18) 
予以 综合 , 从 而 将 (6.7.17) 化 为 单 目标 问题 
V—maxU0) (6.7.19) 
z 


但 是 在 多 数 情况 下 (6.7.18) 式 是 不 合理 的 .首先 是 实际 中 f(y) 
(j=1, 2 … m) HARARE, 其 次 ,也 是 最 重要 的 ,是 (6.7.18) 式 
会 造成 子 目 标 之 间 的 互相 替代 而 有 违 于 子 目 标的 不 可 或 缺 性 。 比 
如 ,在 考虑 可 持续 发 展 决策 时 , 经 济 增长 .生态 平衡 、 НЕК, 
化 多 样 几 大 目标 缺 一 不 可 .不 能 说 环境 严重 恶化 而 采用 经 济 高 速 
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增长 予以 补偿 (这 样 是 违背 可 持续 发 展 的 基本 观点 的 ). 

为 了 解决 采用 诸如 (6.7.18) 式 那样 的 多 目标 综合 造成 的 决策 失 
真性 矛盾 , 宜 于 采用 强 惩罚 的 变 权 综合 方法 来 实现 “化 多 为 单 " 的 
目的 (这 样 做 可 避 开 目标 的 相互 替代 性 , 而且 某 种 意义 上 遵从 了 决 
策 者 的 偏好 或 效用 函数 ) . 

下 面 给 出 这 种 变 权 方 法 的 技术 实现 。 基本 步骤 如 下 : 

(1) 根据 决策 者 的 要 求 或 向 专家 咨询 确定 子 目 标记 0) LO), 


ORA. „ . (ÈA =I, 420, 12,7, 


mB 0), LO) J. OK RN р, P. р. 0<р<1, 
j=1, 2, , m). 
(2) 给 出 压缩 映射 族 {T} .: 


7100 — min ЛО) 
“max 16) - min;O) 0" ни 
注意 : 由 于 4 HK. f AEREA, ik max ЛО) 与 
min f(y) 都 是 有 意义 的 。 


TO)= „m) (6.7.20) 


(3) ж х= шах 
4: 


= 1 «+1 _ 
u= a(a+1) s: CEST Erle 


(4) 作 变 权 单 目标 函数 


u -＋ 0400 ту (6.7.21) 
ДО) 


化 多 目标 问题 (6.7.17) 为 单 目标 问题 


1 ie 
TI+ ' WT ча а) P, 


20 5 pit 
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V- maxU, 00 (6.722) 


由 JiO) 及 也 (的 连续 性 及 4 的 财 凸 性 知 , NH NH ( 6.7.22) AR. 
其 具体 解法 依照 单 目 标 极 值 问题 求解 . 
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